NOPTO016 Celociselné programovani 11. 3. 2021

(1) Uméni formulace celoc¢iselnych programu

Priiklad 1.1. Karel, student optimalizace na Univerzité Karlove, si chce v nasledujicim semestru
zapsat nékteré z predmétu py, ..., ps. Pomozte Karlovi pomoci podminek linedarniho celoci-
selného programovani modelovat tyto studijni pozadavky:

zapise-li si predmeét p;, musi si také zapsat ps,

zapise-li si predmeét po, nemuze si zapsat py,

)
)
)
d) predmét p3 si muze zapsat, pouze pokud si zapiSe také p; nebo po,
) predmét p, si muze zapsat, pouze pokud si zapiSe také py a ps,

)

pokud si zapiSe 2 nebo 3 predméty z mnoziny {ps, ps, ps}, nemuze si zapsat ps.

Resend:
Zapis jednotlivych predmétu z mnoziny {py,...,ps} muzeme modelovat pomoci bindrnich
proménnych py,...,ps € {0, 1}, které lze také interpretovat jako logické proménné:

(a) Z?:l pi > 2,

(b) p1 = ps, tedy p1 < ps,

(¢) p2 = —wp4, tedy ps < 1 —py,

(d) p3 = (p1V p2), tedy ps < p1 + pa,

() pa = (P2 Ap3), tedy ps < p2 aps < ps

(f) (ps+ps+ps>2) = —po, tedy S(ps+ps+ps —1) <1 —ps.

Priklad 1.2. Formulujte pomoci linearnich celo¢iselnych podminek nésledujici omezenti:

(a) o € {1,5,22,42,2021},
(b) z = min{xz, y} pro proménné z,y € [—K, K],
(¢) y = |z| pro proménnou = € [— K, K].

Reseni:
Viz Priklad 1.29 ve skriptech.

Priklad 1.3. Navrhnéte linearni celociselny program pro feSeni Sudoku.
Reseni:
Prirazeni hodnoty k € {1,...,9} na pozici (i, j) muzeme reprezentovat bindrni proménnou
zijr € {0,1}. V kazdém fadku ¢ a v kazdém sloupci j se hodnota k vyskytuje prave jedenkrét:
9
wp=1 Vike{l,... 9}
i=1

9
injkzl VZ,kE{l,,9}
j=1
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V kazdém bloku 3 x 3 se hodnota k vyskytuje pravé jedenkrat:
2
Y igieer =1 Vije{l,4,7} Vke{1,...,9}.
q,r=0

Kazda pozice obsahuje praveé jednu hodnotu:

9
dwp=1 Vijefl,...,9}
k=1

Navic pozadujeme x;;, = 1, pokud se v zaddni nachdzi na pozici (4, j) hodnota k.

Priiklad 1.4. Formulujte pomoci linearnich celoc¢iselnych podminek sjednoceni £ omezenych po-
lyedru zadanych ve tvaru

P={zeR": Az <V, 0<z<u'}, proie{l,... k}.

Reseni:
Viz Priklad 1.32 ve skriptech.

Priklad 1.5. Formulujte nasledujici grafové problémy jako linearni celoc¢iselné programy:
(a) miniméln{ vrcholové pokryti (t.j. mnozina vrcholu, kde kazda hrana grafu je incidentni
alespon s jednim vrcholem z této mnoziny),
(b) maximalni nezdvisld mnozina (t.j. mnozina vrcholu, v niz zddné dva vrcholy nejsou
spojeny hranou),
(c) barevnost grafu (t.j. nejmensi pocet barev potiebny k obarveni vrcholu tak, aby sou-
sedni vrcholy nemély stejnou barvu).

Reseni:
Uvazujme graf G s mnozinou vrcholu V' a mnozinou hran £ C V x V.

(a) Pro kazdy vrchol v € V zavedeme bindrni proménnou z, € {0,1}, kterd urcuje, zda
dany vrchol patii do pokryti.

min Z T, [hleddme minimalni pokryti]

veV
Tyt T, >1 V{u,v} € E [hrana mé aspon 1 vrchol v pokryti]
z, € {0,1} YoeV

(b) Opét zavedeme bindrni proménné x, € {0,1} urcujici, zda vrchol v € V patii do
nezavislé mnoziny.

max E T, [hleddme maximalni nezavislou mnozinu]
veV
Tyt 1, <1 V{u,v} € E [vrcholy v nezavislé mnoziné nesousedi]

x, € {0,1} YoeV
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(¢) Ozna¢me K mnozinu dostupnych barev. Zavedeme proménné z,; € {0, 1} reprezen-
tujici pritazeni k-té barvy vrcholu v € V' a proménné y, € {0,1} indikujici, zda je
barva k£ v obarveni grafu pouzita.

min Z Yk [hleddme nejmensi pocet barev]
keK
Z Ty =1 YoeV [vrchol mé préavé 1 barvu]
keK
Tk + Top < 1 V{u,v} € £ [sousedici vrcholy maji ruznou barvu]
Tor < Yp VoeV,ke K [barva byla v obarveni pouzita]

Tok, Y € {0,1} VoeV ke K

Piiklad 1.6. Formulujte pomoci linedrnich celociselnych podminek po édstech linedrni funkei f(z)
na intervalu [zg, x,,], pficemz body zlomu jsou xy,...,z, € R a hodnoty ve zlomech jsou
ag, - - - Gy € R.

Reseni:
Viz Piiklad 1.31 ve skriptech.

Piiklad 1.7. Firma Karlovy trubky s.r.o. skladuje kovové trubky standardni délky 100 cm, které
nasledné feze a prodava v kratsich délkach. Firma obdrzela nasledujici objednavku:

Délka (cm) | 14 31 36 45
Mnozstvi (ks) | 211 395 610 97

Navrhnéte model pro vypocet minimalniho mnozstvi 100cm trubek potiebnych ke splnéni
objednavky a urceni zpusobu roziezani trubek.

Reseni:

Oznacme J mnozinu vSech moznych zpusobu, kterymi lze 100cm trubku nafezat na trubky
pozadovanych délek, napf. 45 + 45(410), 45 + 36 + 14(+5), 45 + 31 + 14(+10) a dalsi
(pro tuto tlohu existuje 37 moznych kombinaci). Déle oznac¢me a;; pocet trubek délky
i € {14,31,36,45} ziskanych nafezdnim 100cm trubky zpusobem j € J (napf. ass; = 2
pro prvni zminény zpusob). Pro vypocet optimalniho fezného planu zavedeme proménnou
xj € Z pro j € J, kterd bude urcovat pocet trubek nafrezanych zptusobem j.

min Z x; [minimalizujeme pocet pouzitych trubek]

jeT
Z argjr; > 211 [pocet natezanych trubek délky 14 je aspon 211]
jed
Z asy;xj > 395 [pocet natezanych trubek délky 31 je aspon 395
jed
Z ase jr; > 610 [pocet natezanych trubek délky 36 je aspon 610]
jed
Z ags ;x5 > 97 [pocet nafezanych trubek délky 45 je aspon 97
jed
T; € 7z
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