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(1) Uměńı formulace celoč́ıselných programů

Př́ıklad 1.1. Karel, student optimalizace na Univerzitě Karlově, si chce v následuj́ıćım semestru
zapsat některé z předmět̊u p1, . . . , p5. Pomozte Karlovi pomoćı podmı́nek lineárńıho celoč́ı-
selného programováńı modelovat tyto studijńı požadavky:

(a) muśı si zapsat alespoň dva předměty,

(b) zaṕı̌se-li si předmět p1, muśı si také zapsat p5,

(c) zaṕı̌se-li si předmět p2, nemůže si zapsat p4,

(d) předmět p3 si může zapsat, pouze pokud si zaṕı̌se také p1 nebo p2,

(e) předmět p4 si může zapsat, pouze pokud si zaṕı̌se také p2 a p3,

(f) pokud si zaṕı̌se 2 nebo 3 předměty z množiny {p3, p4, p5}, nemůže si zapsat p2.

Řešeńı:
Zápis jednotlivých předmět̊u z množiny {p1, . . . , p5} můžeme modelovat pomoćı binárńıch
proměnných p1, . . . , p5 ∈ {0, 1}, které lze také interpretovat jako logické proměnné:

(a)
∑5

i=1 pi ≥ 2,

(b) p1 ⇒ p5, tedy p1 ≤ p5,

(c) p2 ⇒ ¬p4, tedy p2 ≤ 1− p4,

(d) p3 ⇒ (p1 ∨ p2), tedy p3 ≤ p1 + p2,

(e) p4 ⇒ (p2 ∧ p3), tedy p4 ≤ p2 a p4 ≤ p3

(f) (p3 + p4 + p5 ≥ 2)⇒ ¬p2, tedy 1
2
(p3 + p4 + p5 − 1) ≤ 1− p2.

Př́ıklad 1.2. Formulujte pomoćı lineárńıch celoč́ıselných podmı́nek následuj́ıćı omezeńı:

(a) x ∈ {1, 5, 22, 42, 2021},
(b) z = min{x, y} pro proměnné x, y ∈ [−K,K],

(c) y = |x| pro proměnnou x ∈ [−K,K].

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 1.29 ve skriptech.

Př́ıklad 1.3. Navrhněte lineárńı celoč́ıselný program pro řešeńı Sudoku.

Řešeńı:
Přǐrazeńı hodnoty k ∈ {1, . . . , 9} na pozici (i, j) můžeme reprezentovat binárńı proměnnou
xijk ∈ {0, 1}. V každém řádku i a v každém sloupci j se hodnota k vyskytuje právě jedenkrát:

9∑
i=1

xijk = 1 ∀j, k ∈ {1, . . . , 9},

9∑
j=1

xijk = 1 ∀i, k ∈ {1, . . . , 9}.
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V každém bloku 3× 3 se hodnota k vyskytuje právě jedenkrát:

2∑
q,r=0

xi+q,j+r,k = 1 ∀i, j ∈ {1, 4, 7}, ∀k ∈ {1, . . . , 9}.

Každá pozice obsahuje právě jednu hodnotu:

9∑
k=1

xijk = 1 ∀i, j ∈ {1, . . . , 9}.

Nav́ıc požadujeme xijk = 1, pokud se v zadáńı nacháźı na pozici (i, j) hodnota k.

Př́ıklad 1.4. Formulujte pomoćı lineárńıch celoč́ıselných podmı́nek sjednoceńı k omezených po-
lyedr̊u zadaných ve tvaru

P i =
{
x ∈ Rn : Aix ≤ bi, 0 ≤ x ≤ ui

}
, pro i ∈ {1, . . . , k}.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 1.32 ve skriptech.

Př́ıklad 1.5. Formulujte následuj́ıćı grafové problémy jako lineárńı celoč́ıselné programy:

(a) minimálńı vrcholové pokryt́ı (t.j. množina vrchol̊u, kde každá hrana grafu je incidentńı
alespoň s jedńım vrcholem z této množiny),

(b) maximálńı nezávislá množina (t.j. množina vrchol̊u, v ńıž žádné dva vrcholy nejsou
spojeny hranou),

(c) barevnost grafu (t.j. nejmenš́ı počet barev potřebný k obarveńı vrchol̊u tak, aby sou-
sedńı vrcholy neměly stejnou barvu).

Řešeńı:
Uvažujme graf G s množinou vrchol̊u V a množinou hran E ⊆ V × V .

(a) Pro každý vrchol v ∈ V zavedeme binárńı proměnnou xv ∈ {0, 1}, která určuje, zda
daný vrchol patř́ı do pokryt́ı.

min
∑
v∈V

xv [hledáme minimálńı pokryt́ı]

xu + xv ≥ 1 ∀{u, v} ∈ E [hrana má aspoň 1 vrchol v pokryt́ı]

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V

(b) Opět zavedeme binárńı proměnné xv ∈ {0, 1} určuj́ıćı, zda vrchol v ∈ V patř́ı do
nezávislé množiny.

max
∑
v∈V

xv [hledáme maximálńı nezávislou množinu]

xu + xv ≤ 1 ∀{u, v} ∈ E [vrcholy v nezávislé množině nesoused́ı]

xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V
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(c) Označme K množinu dostupných barev. Zavedeme proměnné xvk ∈ {0, 1} reprezen-
tuj́ıćı přǐrazeńı k-té barvy vrcholu v ∈ V a proměnné yk ∈ {0, 1} indikuj́ıćı, zda je
barva k v obarveńı grafu použita.

min
∑
k∈K

yk [hledáme nejmenš́ı počet barev]∑
k∈K

xvk = 1 ∀v ∈ V [vrchol má právě 1 barvu]

xuk + xvk ≤ 1 ∀{u, v} ∈ E [soused́ıćı vrcholy maj́ı r̊uznou barvu]

xvk ≤ yk ∀v ∈ V, k ∈ K [barva byla v obarveńı použita]

xvk, yk ∈ {0, 1} ∀v ∈ V, k ∈ K

Př́ıklad 1.6. Formulujte pomoćı lineárńıch celoč́ıselných podmı́nek po částech lineárńı funkci f(x)
na intervalu [x0, xm], přičemž body zlomů jsou x0, . . . , xm ∈ R a hodnoty ve zlomech jsou
a0, . . . , am ∈ R.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 1.31 ve skriptech.

Př́ıklad 1.7. Firma Karlovy trubky s.r.o. skladuje kovové trubky standardńı délky 100 cm, které
následně řeže a prodává v kratš́ıch délkách. Firma obdržela následuj́ıćı objednávku:

Délka (cm) 14 31 36 45
Množstv́ı (ks) 211 395 610 97

Navrhněte model pro výpočet minimálńıho množstv́ı 100cm trubek potřebných ke splněńı
objednávky a určeńı zp̊usobu rozřezáńı trubek.

Řešeńı:
Označme J množinu všech možných zp̊usob̊u, kterými lze 100cm trubku nařezat na trubky
požadovaných délek, např. 45 + 45(+10), 45 + 36 + 14(+5), 45 + 31 + 14(+10) a daľśı
(pro tuto úlohu existuje 37 možných kombinaćı). Dále označme aij počet trubek délky
i ∈ {14, 31, 36, 45} źıskaných nařezáńım 100cm trubky zp̊usobem j ∈ J (např. a45,1 = 2
pro prvńı zmı́něný zp̊usob). Pro výpočet optimálńıho řezného plánu zavedeme proměnnou
xj ∈ Z pro j ∈ J , která bude určovat počet trubek nařezaných zp̊usobem j.

min
∑
j∈J

xj [minimalizujeme počet použitých trubek]∑
j∈J

a14,jxj ≥ 211 [počet nařezaných trubek délky 14 je aspoň 211]∑
j∈J

a31,jxj ≥ 395 [počet nařezaných trubek délky 31 je aspoň 395]∑
j∈J

a36,jxj ≥ 610 [počet nařezaných trubek délky 36 je aspoň 610]∑
j∈J

a45,jxj ≥ 97 [počet nařezaných trubek délky 45 je aspoň 97]

xj ∈ Z

3/3


