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(2) Celociselné polyedry, unimodularita, slozitost

Piiklad 2.1. Ukazte, ze nésledujici formulace celo¢iselnych podminek jsou ekvivalentni (popisuji
stejnou piipustnou mnozinu):
o P ={xe{0,1}*: 122 + 9y + 63 + 3z4 < 14},
o P ={xe{0,1}*:4x) + 3wy + 2w3 + x4 < 4},
o Py={xec{0,1}* 4 + 3o+ 2w3+ 24 <4, 21+ 10+ 23 <1, 11 + 24 <1}
Ktera formulace je podle vas nejvhodnéjsi pro modelovani a feSeni tlohy celoc¢iselného
linedrniho programovani? Proc?
Reseni:
Muzeme oveérit, ze pripustnd mnozina P, P, i P3 obsahuje pravé celociselné body

Z ={(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)}.

Jednotlivé formulace se vSak lisi tésnosti linedarni relaxace, kterou dostaneme nahrazenim
podminky celo¢iselnosti z € {0, 1}* slabsi podminkou x € [0, 1]*. Oznaéme ziskané linedrn{
relaxace P, Py a Pj.

Zjevné plati inkluze P O Pj, protoze nerovnice 4z + 3x2 + 225 + x4 < 4 je ekvivalentni
s 1221 + 9z + 623 + 324 < 12, ktera je silnejsim omezenim nez podminka v P|. Navic plati
ostré inkluze P{ D Pj, napi. (1,0,0,3) € P{\ P.
Déle jiste plati Py D Pj, jelikoz P} obsahuje nadmnozinu omezeni Pj. Opét plati také ostra
inkluze, napt. (3,0,0,1) € P} \ P
Odvodili jsme tedy vztah

P/ D Py, D P;.
Vzhledem k tésnosti linearni relaxace proto muze byt pro feSeni dané celoc¢iselné tlohy

nejvhodnéjsi formulace Ps, i kdyz obsahuje nejvic omezeni. Navic lze dokazat, ze relaxace
P4 popisuje piimo konvexni obal mnoziny Z.

Priklad 2.2. Navrhnéte nejlepsi formulaci pro popis mnoziny P; = conv(Z? N P), kde polyedr P
tvofi mnozina feSeni soustavy

-2 -1 —1

1 -2 al 1
<

1 2 6

Reseni:
Lze nahlédnout (napf. graficky), ze mnozina reseni zadané soustavy nerovnic obsahuje prave
celociselné body

Z:{(Oal)’ (170)7 (171)7 (1a2>’ (271)7 (272)7 (3a1>}'

Nejlepsi formulaci danych podminek tedy bude soustava linedrnich nerovnic, pro kterou
tvorl mnozinu pripustnych feseni konvexni obal mnoziny celo¢iselnych bodu Z (viz také
obrazek).
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)

1 -2 1
0 1 9
11 ( 1 ) < 4

1 1 2 1

1 -1 1

Piiklad 2.3. Jsou nésledujici matice (totdlné) unimoduldrni?

1 0 0 1 1 1 0 -1
-1 0 0

0 -1 1 0 -1 1 1 0

A= (1)_1 _2 Bl 2 0 1 P97 0 a1 a1

11 -1 2 1 0 0 1

Resendi:

Matice A je totalné unimodularni. Muzeme ovérit, ze determinanty vSech ¢tvercovych pod-
matic maji hodnotu —1, 0 nebo 1. Pro podmatice 1 x 1 je podminka zjevné splnéna. Deter-
minant matice A je

detA=(-1)-1-(-1)+04+0-0-0—-0=1.

Zbyvé ovérit podminku pro podmatice 2 x 2:

det 1 0 ] =-1, det 1 0 | =—1, det 1 1 = —1,
-1 -1 0 -1 0 —
0 O -1 0 -1 0
det =0, det =1, det =1,
-1 -1 0 -1 0 -1
0 0 — 0 -1 0
det 1 0] =0, det 1 0 | =0, det 1 1 =—1.
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Matice B neni totalné unimodulérni. Z definice musi mit determinant podmatic 1 x 1 také
hodnotu 41 nebo 0, totalné unimodularni matice proto mohou obsahovat pouze prvky
z mnoziny {—1,0, 1}. Determinant matice B je —2, neni tedy ani unimodulérni.

Matice C' neni totalné unimoduldrni. Tato matice obsahuje ¢tvercovou podmatici (4 1),
pro kterou plati det( !} }) =1-1—1-(—1) = 2. Determinant matice B je —2, nen{ tedy ani
unimodulérni.

Piiklad 2.4. Piepravni problém (transshipment problem) je modifikaci klasického dopravniho
problému, ve které existuji vnitini uzly umoznujici prekladku zbozi na cesté od dodavatelu
ke spotrebiteltim.

) Formulujte prepravni problém jako tlohu toku v siti.

(a
(b) Formulujte pfepravni problém jako dopravni problém.

Reseni:

Uvazujme ptepravni problém dany grafem G = (V| E) s mnozinou m dodavatelu s kapaci-
tami s;, mnozinou n spotiebitelil s kapacitami ¢;, mnozinou vnitinich uzla pro piekladku
zbozi U C V a cenou piepravy c(e) za jednotku zbozi prepravenou po hrané e € E.

(a) Sit vytvofime na zdkladé grafu G daného piepravniho problému, piicemZ kapacity
existujicich hran nastavime ve vytvofené siti na co a ceny hran na hodnoty c(e). Dale
do této sité doplnime dva nové uzly:

e zdroj s, ze kterého povede hrana k dodavateli 7 s kapacitou s; a cenou 0,
e stok ¢, do kterého povede hrana od spotiebitele j s kapacitou ¢; a cenou 0.

Prepravni pliny v puvodnim problému pak odpovidaji s—t tokum ve vytvorené siti,
pricemz cilem je najit tok pozadované velikosti » ; ;s minimaln{ cenou.

(b) Kazdy vnitini uzel u € U rozdélime na novy dodavatelsky uzel u; a spotfebitelsky
uzel us. Hrany od dodavatelu do us a ke spotifebitelium z u; a jejich ceny ponechame
stejné jako pro u v puvodnim problému. Kapacitu s, uzlu u; (pro nabidku zbozi) a
kapacitu ¢, uzlu us (pro poptavku zbozi) nastavime na celkovou kapacitu vsech m
dodavatelu k = Y"1 ;.

Navic priddme novou hranu z s, do ¢, s cenou 0, ktera umozni vyrovnat nabidku a
poptavku: Pokud v prepravnim problému doslo v uzlu u k prekladce = jednotek zbozi,
posleme ve vytvoreném dopravnim problému k& — x jednotek zbozi z u; do us.

Priklad 2.5. Matice A € {0,1}™*™ je v intervalovém tvaru, pokud maji vSechny fadky tvar
0,...,0,1,...,1,0,...,0),

t.j. vSechny hodnoty 1 nasleduji za sebou v pravé jednom souvislém intervalu. Ukazte, ze
kazdd matice v intervalovém tvaru je totalné unimoduléarni. (Ndpovéda: VyuZijte elementdrni
sloupcové upravy.)

Reseni:

Kazdéa c¢tvercovd podmatice matice A je také matice v intervalovém tvaru (pii vybéru

podmatice zachovavame poradi sloupctu). Checeme tedy ukdzat, ze pro ¢tvercovou matici
B € {0, 1}*** v intervalovém tvaru plati det B € {—1,0,1}.

3/4



NOPTO016 Celociselné programovani 16. 3. 2022

Uvazujme sloupcovou upravu, ktera odecte i-ty sloupec od sloupce 7+ 1. Lze nahlédnout, ze
tato sloupcova tprava neméni determinant matice. Pokud byla puvodni matice B v interva-
lovém tvaru, dostaneme postupnym aplikovanim této tipravy na sloupce i = 1,2,..., k — 1
matici B’ € {—1,0,1}*** kterd ma v kazdém fadku nanejvys jednu hodnotu 1 a nanejvys
jednu hodnotu —1. Analogicky dikazu Véty 1.10 (o matici incidence) muzeme dokézat, ze
upravend matice B’, a tedy i matice B, ma hodnotu determinantu det B’ € {—1,0, 1}:

e obsahuje-li B’ fadek s pravé jednou nenulovou hodnotou, pouzijeme pro tento radek
Laplaceuv rozvoj (ovliviiuje pouze znaménko determinantu),
e obsahuje-li B’ nulovy tadek, pak je det B’ = 0,

e obsahuje-li kazdy tadek pravé jednu hodnotu 1 a préavé jednu hodnotu —1, pak je
matice B’ singuldrni a det B’ = 0 (soucet vsech sloupcu je 0).

Priklad 2.6. Bud G = (V, E) vdzeny orientovany graf s vahovou funkci ¢: E — R*. Formulujte
(celociselny) linedrni program pro nalezeni nejkratsi cesty ze zdroje s € V' do stoku t € V.
Ukazte, ze matice omezeni vytvoreného programu je totalné unimodularni.

Reseni:
Viz Piiklad 1.14 a Vétu 1.12 (a dukaz Véty 1.10) ve skriptech.

Priklad 2.7. Bud o(-) velikost bitového zdpisu daného (racionélniho) ¢isla. Ukazte, ze pro celd
¢isla a, b € Z plati
ola+b) <o(a)+o(b).

Reseni:
Pro z € Z dostaneme dosazenim z =  do definice o(-) rovnost

0(z) =14 [log, (|2 + 1)] + [log, ([1] + 1)T = 2 + [log, (|2 +1)].

Pro soucet a+b tedy plati o(a+b) = 2+ [log, (Ja + b 4+ 1)]. Déle vyuzijeme fakt, ze funkce
log,(+) je rostouct, a pro absolutni hodnotu plati nerovnost |z + y| < |z| + |y|. Muzeme tedy
odvodit odhad

o(a+b) =2+ [log, (Ja+ bl +1)] <2+ [log, (|a| + |b] + 1)].
Na druhou stranu pro soucet o(a) + o(b) plati diky nerovnosti [z + y] < [z] + [y]| odhad
o(a) +o(b) = 4+ [log, (la| +1)] + [log, (|b] + 1)] = 4 + [log, (a| + 1) + logy([b] + 1)1,
a z vlastnosti logaritmu dale dostaneme
4+ [log, (Ja] +1) +log,([b] + 1) = 4 + [log, ((Jal + 1)([b] + 1))].

Roznasobenim argumentu logaritmu a jednoduchym odhadem pak snadno nahlédneme, ze
dokazovand nerovnost plati:

o(a+0b) <2+ [log, (|a + [b] +1)] < 2+ [log, (|a] + |al[b] + [b] + 1)]
< 4+ [log, (laf + [al[b] + [b] + 1)T < 4 + [log, ((Ja] + 1)(|b] + 1))] < o(a) + o(b).
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