NOPTO016 Celociselné programovani

22. 4. 2021

(3) Metody: Se¢né nadroviny a branch & bound

Priklad 3.1. Najdéte pomoci /-metody optimalni feseni linearniho programu:

max

za podm.

Reseni:
Viz Priklad 2.10 ve skriptech.

T + 215
-1+ X2 S 1,
3[E1 - 41‘2 S 67

T+ 1y < 4,

T + 33?2 S 9,

To < §,
Ty, T2 Z 0.

Priklad 3.2. Najdéte optimalni feseni néasledujicich celoc¢iselnych linedrnich programu pomoci

prvniho Gomoryho algoritmu:

max
za podm.

max
za podm.

max
za podm.

Reseni:

T+ X9

3x1 + 629 < 10,
xy, 10 > 0,
xr1, %y € 7,

o)
20 + a9 < T,
—3x1 + 19 < —1,
x> 0,
xr1,%Ty € 72,

T1 — T2
1
—51‘1—1— To <
Ly, <
x1—§x2_ > (C)
1,29 > 0,
1,29 € 7.

Y

O wl—w|—

(a) Sestavime pocéatecni tabulku ¢-metody pro nalezeni optimalniho feSeni linedrni re-
laxace. Pocatecni tabulka neni ¢-normélni (pro sloupce neplati R; > 0), piidame
proto podminku z1 + z» < L a provedeme piislusnou transformaci. Rédek s pridanou
podminkou je klicovy, klicovym sloupcem je lexikograficky minimalni sloupec, tedy
prvni. V dalsim kroku je klicovym tadkem k prvni fadek se zdpornou pravou stranou
Ry a klicovy sloupec ¢ volime podle pravidla

| Ryel

R R;
—ezlexmin{—]:Rkj<O, jzl,...,n}.

| Rijl
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T i) T4 i) T3 i)
| -1 —1]0 x| 10 L o | 101 2
x| =1 0|0 Nk 1 1 L m i 2 2
x| 0 =110 | 0 —1 0 | 0 —1 0
sl 3 6 10| |z @ 3 110-3L| |a5| -1 0 0
T4 @ 1L s | —1 0 0 Ty —% —1 —13—0 +L

Pridany radek s omezenim muzeme po posledni dpravé vypustit, protoze hodnota na
pravé strané uz bude vzdy kladna a tadek tedy nebude klicovy. Posledni sloupec ta-
bulky je nezaporny, optimalnim feSenim relaxace je (%, 0). Toto Feseni neni celociselné,
zavedeme tedy Fez podle prvniho rddku s necelo¢iselnou hodnotou na pravé strané (t.j.
radek s proménnou xg). Do tabulky pridavame fez jako rddek ve tvaru

—{ R}t o —{Rka} | —{Rko},

kde {r} =r — |r]. Tento tadek volime jako klicovy.

T3 T2 Ts  To
| 5 1|2 | 1 13
| o5 2|2 n| 1 23
v 0 =1 0| |zl 0 —1]0
r3 | —1 0 0 T3 | —3 1
s |(=) 0| -4 |=|-1 0o

Ve vysledné tabulce vidime optimalni feseni celo¢iselného programu (x1,z5) = (3,0) s
hodnotou ucelové funkce 3.

Opét vytvorime pocatecni tabulku, kterou jednou transformaci upravime na ¢-normélni
tabulku a nasledné hledame optimélni feSeni relaxace.

T To X T5 X X3

zo| 0 =110 zo| 11 L zo| 2 1 7
-1 0 |0 x| =1 0 0 z; | =1 0 0
ze| 0 =10 |[~]ap| 1 1 L |~la| 2 1 7
w2 1|7 2| 1 @ 7L | 0 —1| 0
e | =3 1 | -1 vy | =4 -1 |-1-1L T4 @ -1} -8
r5 | 1 @ L vs | 0 —1 0 x5 | -1 —1|-7+1L

Posledni fadek s pridanym omezenim muzeme v tomto kroku opét vypustit. Na pravé
strané je zaporna hodnota v fadku s x4, provedeme proto jeste jednu transformaci s
timto klicovym tadkem.
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T €3 Ty T3
zo | 2 1|7 o | 2 2|8
| =1 0 |0 m -1 1]
| 0 —1] 0 2| 0 —1]0
r|(=5) —1| =8| |m|-1 00
Ziskali jsme optimaln{ feseni relaxace (z1,z2) = (£,2) s hodnotou ucelové funkce

%. Reseni neni celoc¢iselné, zavedeme tedy tez podle tfadku s xg a provedeme dalsi
transformaci tabulky:.

Ty T3 T XT3
| 2 2|2 2| 1 0|3
R T EE
T2 % % % ~ | T 1 0 3
z3| 0 —-1]0 z5| 0 =110
Ty —1 0 0 T4 —g % 2
T @ 34 g -1 0 o

Vysledné teseni (z1,x9) = (2,3) uz je celociselné, je tedy optimalnim fesenim zadané
dlohy.

(c) Viz Piiklad 2.20 ve skriptech.

Piiklad 3.3. Vyfeste celociselny program (c) z Piikladu 3.2 druhym Gomoryho algoritmem.
Reseni:
Viz Priklad 2.25 ve skriptech.

Priklad 3.4.

(a) Jakym zpusobem lze pti pouziti {-metody rozpoznat neomezené linearni programy?

(b) Jak muzeme rozpoznat neptipustnou linearni relaxaci, pripadné nepiipustny celociselny

program pii feSeni tlohy Gomoryho algoritmem?
Reseni:

(a) Pokud je poc¢dtecni tabulka tilohy f-normdlni, pak je —c? > 0 a pifslusnd maximalizaéni
uloha je pro z > 0 omezena. Jinak pfidame pro transformaci na ¢-normalni tabulku
podminku ve tvaru Y x; < L pro ,dostatetné velkou“ hodnotu parametru L. Pro
neomezenou ulohu se parametr L dostane v optimélni tabulce do hodnoty tucelové
funkce, ktera muze byt libovolné velka.

(b) V piipadé nepiipustného celo¢iselného programu povede Gomoryho algoritmus po
pridéni fezu v ur¢itém kroku k neptipustné linearni relaxaci. V /-metodé rozpozname
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nepiipustnou relaxaci tak, ze pro zvoleny klicovy fadek (s hodnotou Ry < 0 v po-
slednim sloupci tabulky) neexistuje v daném fadku zddny kandidat na pivota s Ry; < 0
(viz Tvrzeni 2.8).

Piiklad 3.5. Najdéte Chvataluv—Gomoryho tez, ktery odfizne bod (0, %, 0,0,0) od polyedru

M ={z € Z° : 9z + 125 + 823 + 174 + 1315 > 50,2 > 0}.

Reseni:

Vime, ze pro libovolny nezaporny vektor u > 0 muzeme vytvorit platnou nerovnost pro
mnozinu {x € Z" : Az > b,z > 0} ve tvaru [u? Az > [u”b]. Pro zadanou mnozinu M tedy
hledame tez ve tvaru

[9u]zy + [12u]zg + [8ulxs + [1Tu]xy + [13u]xs > [50u].
Aby tato nerovnost odiizla bod (0, %5, 0,0,0), musi platit [12u] % < [50u].
Napriklad pro volbu u = % dostaneme tez

3£L'1 + 41’2 + 31’3 + 61’4 + 51‘5 Z 17,

ktery spliuje pozadovanou vlastnost [12- 372 = 3 < 17.

Priklad 3.6. Uvazujme minimaliza¢ni ulohu celo¢iselného programovani, pro kterou je prubéh
metody branch & bound reprezentovan nasledujicim vypocetnim stromem (¢islo pod uz-
lem reprezentuje optimalni hodnotu ptislusné linedarni relaxace, ¢islo nad uzlem optimalni
hodnotu s celo¢iselnym fesenim):

Najdéte co nejtésnéjsi meze pro optimalni hodnotu tlohy. Které uzly stromu muzeme odtiznout,
a které musime déale rozvétvit a prohledat?

Reseni:

Horni mez na optimalni hodnotu ucelové funkce minimaliza¢ni tlohy muzeme ziskat z
aktualné nejlepsiho nalezeného pripustného teSeni, které je celociselné. Dle znazornéného
vypocetniho stromu se jedina optimalni hodnota s celo¢iselnym fesenim nachdazi v uzlu P,
aktualni horni mez na optimalni hodnotu je tedy 31.
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Dolni mezi je nejlepsi optimalni hodnota linedrni relaxace v aktualnich listech vypocetniho
stromu (jesté muze obsahovat néjaké celociselné teseni). Listy s necelo¢iselnym Fesenim
linedrni relaxace jsou P3, Ps a Ps (podiloha v Py je nepiipustnd), dolni mezi tedy bude
hodnota 27.

Déle musime rozvétvit podilohy v uzlech P; a P;. Relaxace v uzlu Py je nepiipustna a
relaxace v P; uz ma celociselné optimum, tyto vétve prohledavani tedy muzeme ukoncit.
Také muzeme ukoncit prohledavani v uzlu P, jelikoz optimum piislusné relaxace je horsi,
nez celociselné reseni nalezené v Px.

Piiklad 3.7. Reste pomoci metody branch & bound:
(a) tlohu (c) z Prikladu 3.2,
(b) nésledujici celoéiselny linearni program:

max 1321 4+ 8z9
za podm. T1 + 229 < 10,
5l‘1 + 21‘2 S 20,

T1,T2 € No.
Resend
(a) Viz Priklad 3.6 ve skriptech.
(b) Opét zacneme sestrojenim ¢-normalni tabulky a vyfeSenim linedrni relaxace.
T X9 Ty To xs3 X2

o | =13 =8| 0 xo | 13 5 13L xo | 13 18 130
x1 | —1 0 |0 x| 1 1 L x| 1 2 10
x| 0 =110 |~|29| 0O —1 0 ~lxy | 0 —1 0

zs | 1 2 (10| | s @ 1| 10-1L zs | =1 0 0

zy| 52|20 vy | =5 —3|20—5L Ty | =5 @ —30

Ts5 @ 1| L 5| —1 0 0 w5 | -1 -1 | —10+L
5 15).

V nésledujicim kroku ziskdme optimalni feseni linedrni relaxace (z1,72) = (5,7

Reseni neni celociselné, rozvétvime proto vypocet na dvé podulohy podle nékteré
celoc¢iselné proménné s aktualné necelociselnou hodnotou, zvolime napt. proménnou .

V podilohdch pfiddvdme do programu omezenf z; < [2| =2, resp. 21 > [2| +1=3.

Do prislusné tabulky muzeme tato omezeni pfidat ve tvaru

— Z Ryjry, < —{Ro}, Z Ryjrn, < {Rwo} — 1.
j=1

J=1

Nasledné tedy fesime podilohu s pridanym tadkem 1., ktery reprezentuje prvni nerov-
nost, a druhou podulohu s pridanym fadkem II. pro druhou nerovnost.
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T3 Ty T3 T X7 Ty
o | ¢ B2 o | 4 9 |58 o | T 4 |59
T —i ;11 g 1| 0 1 ]2 r1 | -1 0 3
w| 3 |8 SRR
r3 | —1 0 0 r3| —1 0 0 r3 | —4 -1 2
] 0 =110 Ty -1 —4 | 2 x| 0 1[0
M| 1 ! x| 0 =110 z7| =1 0 | 0
(11) 11 (I1I) @ —3 |32
MW 5 3]

Po jedné transformaci dostaneme v tloze (I) celoc¢iselné optimélni teseni (xy,z5) =
(2,4) s hodnotou 58. V tloze (II) dostaneme necelo¢iselné fesent (3, 2) s lepsf hodnotou
ucelové funkce 59, musime tedy tento uzel dale rozvétvit. Volime proménnou zs a
piiddnim podminek o < 2 a x5 > 3 vytvoiime podulohy (III) a (IV).

Uloha (III) vede na relaxaci s optimélni hodnotou 57.6, ktera je horsi nez aktudlni nej-
lepsi hodnota pro celociselné feseni, tuto vétev muzeme tedy ukonéit. Déle lze snadno
nahlédnout, ze tloha (IV) je nepfipustnd, jelikoz obsahuje podminky x1 > 3, 25 > 3 a
5x 1+ 21‘2 S 20.

Optimélnim Fesenim zadané celo¢iselné ilohy je tedy feseni (2,4).

Piiklad 3.8. Vyuzijte ruzné techniky preprocessingu (utdhnuti mezi, test redundance a nepfipust-
nosti, fixace proménnych) pro zjednoduseni celo¢iselného programu:

max 201 + T9 — 3
za podm. bxr; — 229 + 8z < 15,
8r1 + 319 — 2329,
T+ X9+ x3 < 6,
x1 €0,3], zg € [0,1], 23 > 1,
X1, %y, T3 € 2.

Reseni:

Oznacme [;, u; dolni a horni mez pro proménnou z;. Z prvni nerovnosti muzeme odvodit
tésnéjsi meze pro proménné r; a xs:

1 1 9 9
Q?lga—n(bl—ChQUQ—alglg):g<15+2'1—8'1):g = :I;1§ \‘EJ Il,
1 1 17 17
a:3§—(bl—anll—alqu):—(15—5'0+2~1):— = ZL’3§ — | = 2.
a3 8 8 8

Déle muzeme snadno nahlédnout, ze posledni nerovnost je redundantni, protoze plati

U1+U2+U3:1+1+224§b3:6
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Muzeme tedy uvazovat zjednodusenou tlohu

max 201+ 19— I3

za podm. 511 — 229 + 813 < 15,
—8131 - 3$2 + x3 S —9,
T € [O, 1], To € [0, 1], X3 € [1,2],
X1, T2, T3 € L.

Nakonec muzeme zafixovat proménnou x5 na horni hranici x5 = 1, jelikoz je to nejvyhodnéjsi
moznost pro hodnotu uicelové funkce (kde mé x5 kladny koeficient) i pro omezujici podminky
(kde ma x5 zédporny koeficient). Podobné muzeme fixovat hodnotu proménné x3 = 1. Z po-
sledni nerovnosti pak dosazenim ziskame

1 7
>—— — —1 —_ —

tedy fixujeme x; = 1. Optimélnim feSenim tlohy je proto (xi, zo,x3) = (1,1, 1).
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