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(4) Heuristiky a dekompozice

Priklad 4.1. Vyfteste nésledujici bindrni program odvozenim a kombinovanim logickych nerov-

nosti:
71’1 + 3!E2 — 41}3 — 2{E4 S 1,
—2%1 + 7]72 + 3%3 + 24 < 6,
- 2%2 - 3373 - 6ZE4 S —5,
31’1 - 21’3 Z —]_,
x1, o, w3, x4 € {0,1}.
Reseni:

Viz Priklad 2.29 ve skriptech.

Priklad 4.2. Aplikujte subgradientni algoritmus pro Lagrangeovu relaxaci na nasledujici celo¢iselny

program:
max 16331 + 101’2 + 4334
za podm.  8xy + 2x9 + x3 + 4xy < 10,
T+ X2 <1,
xT3 + Ty S 1,
x1, X9, 23,14 € {0,1}.
Reseni:

Subgradientni algoritmus (viz Algoritmus 5.11 ve skriptech) vyuziva pro nalezeni tésného
horniho odhadu na optimalni hodnotu iterativni feseni relaxované ulohy

max ¢’z +u’ (b — Azr) za podm. z € Q, (P.)

kde Q@ = {zx € R" : Dx < d,x > 0,z € Z"} je piipustnd mnozina pro ,hezké“ podminky
puvodni tlohy. Muzeme uvazovat relaxaci prvni omezujici podminky, pro kterou dostaneme
ulohu (P,) ve tvaru

max (16 — 8u)xy + (10 — 2u)xe — uxz + (4 — 4du)xy + 10u
za podm. x1+ 29 <1,
U R S 17

X1,T2,T3,T4 S {07 1}

Dale zvolme pocateéni hodnotu u, napi. u! = 0. V k-tém kroku algoritmu fesime tlohu (P,)
pro u = u¥, pro kterou najdeme optimalni feseni x; a nastavime

uF T = max(u® — ay(b — Az"),0)

pro zvolenou délku kroku ay > 0.

Zkusme nejdiiv aplikovat algoritmus s konstatni délkou kroku a, = 1 pro vSechna k. V prvni
iteraci tedy pro zvolené u! podminku 8z + 2z + 3 + 42, < 10 vitbec neuvazujeme. Snadno
nahlédneme, Ze optimalnim Fesenim relaxované celo¢iselné tlohy je z' = (1,0,0,1). V dalsf
iteraci fesime ulohu (P,) pro hodnotu

w=u' —a;- (10 — 821 — 2w — a8 —4a}) =0—1-(10 -8 — 4) =2,
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tedy tlohu s ucelovou funkei max 6xy — 2x3 — 44 + 20. Tato tloha ma optimalni feseni
2 =(0,1,0,0). Pro k = 3 pak dostaneme u® = max(2 —1- (10 —2),0) = 0 a Fesime stejnou
ulohu (P,) jako v prvni iteraci. Algoritmus tedy bude oscilovat mezi u = 0 s optimdlni
hodnotou relaxace 20 a u = 2 s optimélni hodnotou 26.

Aplikujme algoritmus jesté pro délku kroku a4 = %, pro kterou méame zarucenou konver-
genci. Prubéh prvnich 5 iteraci algoritmu je v tomto piipadé nasledujici:

u' =0, rt = (1,0,0,1), f =20,
u? =2, r* = (0,1,0,0), f =26,
u? =0, 3 =(1,0,0,1), f =20,
2 56
A=C 1 =(1,0,0,1 = — =186
u 37 'CE (7 ) b )7 3 )
7 58
b= >=1(0,1,0,0 =— =193
u 67 'r (7 ) b )7 3

Dalsi prubéh algoritmu pro prvnich 100 iteraci znazornuje nasledujici graf.
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Vidime, ze hodnoty u; postupné konverguji k optimélni hodnoté v = 1, hodnoty ucelové
funkce (P,) konverguji k 18. Muzeme snadno nahlédnout, ze optimélni hodnota puvodniho
programu je 16 pro tfeseni z* = (1,0,0,0), pripadné z* = (1,0,1,0). Relaxované omezeni
je pro tato optimalni feSeni splnéno s ostrou nerovnosti, nemame tedy zaruceny nejtésnéjsi
mozny odhad (dle postacujici podminky z Tvrzeni 5.8).

Priiklad 4.3. Aplikujte metodu column generation pro feseni fezného problému:

e firma Karlovy trubky, s.r.o, skladuje kovové trubky délky 218 cm,

e zakaznik zadal objednavku na 44 ks trubek délky 81 cm, 3 ks trubek délky 70 cm a
48 ks trubek délky 68 cm.
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Reseni:
Ulohu muzeme modelovat jako celo¢iselny program ve tvaru

.Z'jZO, Q?jGZ,

kde x; reprezentuje pocet 218cm trubek nafezanych podle vzoru j a pro konkrétni vzor j
znaci ay; pocet ziskanych trubek délky 81 cm, ag; pocet trubek délky 70 cm a as; pocet
trubek délky 68 cm.

Pro metodu column generation uvazujeme v programu pouze podmnozinu proménnych [,
pro kterou nalezneme optimalni feSeni x7 mensiho programu s ucelovou funkci ¢; a matici
omezeni A;. Doplnénim feseni 7 = 0 pro ¢ ¢ I dostaneme piipustné feseni ptuvodni tlohy.
Jako pocateéni mnozinu I muzeme zvolit fezné vzory, kterymi z dlouhé trubky vyrobime
1 ks nékteré z objednanych trubek (pfip. nejvétsi mozny pocet objednanych trubek jednoho
typu, nebo i jiné vhodné vzory). Pro tuto mnozinu vzoru dostaneme zjednoduseny program

minzy + x9 + x3 za podm. x1 > 44, 19 > 3, 13 > 48, x7 > 0
s optimdlnim feSenim z} = (44, 3,48). Pro dudlni dlohu
max 44y, + 3y +48ys za podm. y; < 1, 1 <1, y3 <1,y >0

dostaneme optimélni feseni y* = (1,1, 1). Déle musime ovérit, zda y* spliuje vSechna ome-
zeni puvodni dudlni tlohy (tedy, zda je x5 optiméalni).

Omezeni ptuvodni dudlni dlohy jsou ve tvaru ai;y1 + ag;y2 + asjys < 1 pro fezny vzor j.
Chceme tedy nalézt fezny vzor popsany koeficienty (a1, as;, as;), pro ktery bude hodnota
levé strany této nerovnosti s y* = (1,1, 1) nejvétsi mozné (t.j. dostaneme nejvice porusenou
podminku). Vsechny piipustné fezné vzory muzeme popsat podminkou 8lay; + 70az; +
68as; < 218. Pro nalezeni vhodného fezného vzoru j, pro ktery pridame proménnou x; do
uvazované mnoziny I, tedy fesime podilohu s proménnymi a,j, as;, as; ve tvaru

max lay; + lag; + lag; za podm. 8lay; + 70ag; + 68as; < 218, a;; € Z,..

Resenim podilohy je vzor (0,0,3) (nafezeme 3 trubky délky 68 cm), pro ktery dostaneme
porusenou nerovnost 0y} + Oys + 3y5 £ 1 (vidime, ze optimalni hodnota podilohy je vétsi
nez 1, coz je hodnota pravé strany v dudlnim omezeni). Prvni ziskané feseni =} = (44, 3, 48)
tedy neni optimalni, pfiddme do mnoziny / novy fezny pléan typu (0,0, 3) a vyfesime dalsi
zjednoduseny program pro 4 proménné:

minx; + 9 + x3 + x4 za podm. x1 > 44, 19 > 3, x3 + 3x4 > 48, x; > 0.
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Pro tento program najdeme optimélni feseni x§ = (44, 3,16) a optimum dudlniho zjed-
noduseného programu y* = (1,1,1). Pro toto y* ovSem muZzeme také najit porusenou
podminku puvodniho dualu, vyfesenim podilohy ve tvaru

1
max 1a1j + 1a2j + gagj zZa podm. 81a1j + 70@2]' + 68a3j < 218, a;; € Z+.

Ziskame tezny vzor (0,3,0) (nafezeme 3 trubky délky 70 cm), ktery piiddme do mnoziny
uvazovanych vzoru. Timto zpusobem postupné pridavame do uvazované mnoziny dalsi
fezné vzory (a do programu odpovidajici proménné x;), nez najdeme optimalni feseni z7
s optimalnim fesenim y* zjednoduseného dualniho programu, které bude také optimalnim
feSenim puvodniho duédlniho programu.

Priklad 4.4. Vyuzijte Bendersovu dekompozici pro feseni smiSené celociselné lohy:

max —5r + 3y
za podm. —2z 4+ y < 0,
- + 3y < 13,
y < 10,
r,y = 0,
y € Z.

Reseni:
Viz Priklad 5.3 ve skriptech.
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