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(5) Specidlni ptipady: Problém batohu, TSP a dalsi

Piiklad 5.1. Reste problém batohu pomoci metody branch-and-bound:

max 1721 + 10z9 + 2523 + 1724
za podm. bxry + 3x9+ 8Sxz+ Ty <12,
L1,T2,T3,T4 S {07 1}

Reseni:
Vyuzijeme fakt, ze optimalni feseni linedrni relaxace x
podle ) explicitné vyjadiit jako

R muzeme (pro settidéné proménné

-1
b—> " a
R_ ... _,R _ R _ i=1 % R _ .. _.R_
xy=-=x_=1 x'=—= rl,=--=x,=0,
a,
pro uréité red{l,. n} 7 relaxace té7 ziskdme heuristické piipustné feseni z7 se slozkami
xf{ = 2R proi # razf =0.V kazdém rozvétveni pak uvazujeme podproblémy s podminkou

=0 nebo x, = 1 pro dané r. (Viz také Piiklad 7.16 ve skriptech.)

Aplikaci metody branch-and-bound dostaneme nésledujici strom vypoctu:
xRi(? 7270)7 R:3975
zH = (1,1,0,0), Tz =27
=(1,1,0,2), Taft ~ 36,7
=(1,1,0,0), Tzt =27

[x - (1,1,0,0), chR—27] [R (1,0,0,1), TzR —34] L

=(0,1,1, 3), Tal ~ 37,
7

4
nepiipustna relaxace]
=(0,1,1,0), cTzH =35 } [

[xR =(0,1,1,0), Tzl = 35] [nepffpustné, relaxace]

Optimélni feseni zadané instance problému batohu je tedy z = (0,1, 1,0) s hodnotou 35.
Priklad 5.2. Vyfteste nasledujici instanci problému batohu pseudopolynomidlnim algoritmem:

max Ty + dxy + 323+ T4+ 225
za podm. 3xy + 4xo + 33+ 2204+ x5 <7,
x1,...,25 € {0,1}.

Reseni:
Viz Priklad 7.6 ve skriptech.
Piiklad 5.3. Uvazujme problém batohu z predchézejiciho ptikladu.

(a) Najdéte optimdlni feseni linedrni relaxace a vyuzijte jej ke konstrukei seéné nadroviny
typu ,,cover®.
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(b) Pouzijte lifting pro zesileni fezu a vyfeste linedrni relaxaci nové tlohy.

Reseni:
Viz Priklad 7.15 ve skriptech.

Priklad 5.4. Aplikujte na symetrickou ilohu TSP na vrcholech vy, ... vs s matici vzdalenosti
- 8 4 9 9
8 6 7 10
4 6 — 5 6|,
9 7 5 — 4
9 10 6 4 -—

nasledujici heuristiky:

(a) nejblizsi soused (nearest neighbor), (d) vkladani nejblizsiho (nearest insertion),
(b) hladovy algoritmus, (e) metoda minimélni kostry,

(c) metoda tuspor (savings), (f) metoda 2-vymen.
Reseni:

(a) Zvolime pocatecni vrchol, napf. v;. Postupné se presouvame do nejblizsitho sousedniho
vrcholu (ktery jsme jesté nenavstivili) k aktudlné poslednimu vrcholu nalezené cesty.
Dostaneme tedy cestu v;-v3-v4-v5-v2, kterou doplnime na kruznici ndvratem po hrané
{vq, v1}. Délka nalezené kruznice je 4 + 5+ 4 + 10 + 8 = 31.

@) @) @) @‘
D @ o O o ™

(b) Hladovy algoritmus postupné tvoii hledanou kruznici pridavanim nejkratsi hrany, kterd
neporusi pripustnost feseni (nevytvoii mensi kruznici ani vrchol stupné 3). Setiidime
hrany grafu podle délky od nejkratsi a aplikujeme hladovy algoritmus:

{Ul,Ug} 61’3 = 4 X = {{Ul,vg}}7
{va, vs} Ca5 =4 X = {{v1,v3}, {va, v5}},
{1)3,’04} 0374 = 5 X = {{1)1,’[)3},{1)4,?)5},{1)3,?]4}},

{vg, v3} co3 =06 presko¢ime, v3 uz ma stupen 2,
{vs,vs5} c35 =06 preskocime, vs uz ma stupen 2,
{vg,v4} Cou =T preskoéime, v, uz ma stupen 2,
{Ul,’UQ} C1,2 =38 X = {{Ul,Ug},{U4,U5},{1)3,’04},{’1)1,’(]2}},
{v1,v4} c14=9 preskocime, vy uz ma stupen 2,
{v1,v5} c15="9 presko¢ime, v; uz ma stupen 2,

{vg, v5} co5 = 10 X = {{v1,v3}, {va, vs}, {vs, v4}, {v1, 02}, {v2,v5}}.
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Pomoci hladového algoritmu tedy také najdeme kruznici vy-v3-v4-v5-vo-v; délky 31.

@) @) ) ()
B & O o ™

Nejprve vytvoiime pocatecni sled vrcholu tak, ze ze zvoleného ,,centralntho® vrcholu vy
postupné navstivime vSechny sousedni vrcholy v; a vratime se zpét do vg. Napi. pro
centralni vrchol v3 dostaneme pocatecni sled ve tvaru vs-v,-v3-v9-v3-v4-v3-v5-v3. Nasled-
né spocteme hodnoty s;; = cx; + cx; — ¢;; pro vSechna 7,5 # k, t.j. uspory dosazené
nahrazenim sled vg-v;-vy, & v-vj-vy, jednim sledem (zkratkou) vy —v; —v; —vy. Aktudlni
sled upravime pomoci nejvyhodnéjsi nalezené zkratky.

Pro zadanou instanci a centrélni vrchol v3 mame matici ispor S s koeficienty s;;:

\V]

0
4

— O N |
N |
-3

N N

Do pocatecniho sledu tedy postupné pridame nejvyhodnéjsi zkratky s tsporami sys,
So4, S12. Ziskdme kruznici vi-v3-vs-v4-v9-vy délky 29.

Y

Pro zvoleny pocatecni vrchol, napt. vy, vytvoiime sled s jeho nejbliz§im sousednim
vrcholem: vi-v3-v1. Nasledné do aktualniho sledu S vkladame vrchol v;, ktery je nejblize
k néjakému vrcholu v; € S (a zaroven plati v; ¢ S). Vrchol v; napojime mezi v; a jeho
souseda vy € S tak, aby vzdalenost ¢;; + ¢;x — ¢;, byla minimélni.

K nékterému z vrcholu vy, vs pocatecniho sledu je nejblize vrchol vy se vzdalenosti
d(vs,vs) = 5, jeho vlozenim dostaneme sled vi-v3-v4-v1. Déle vkladdme vrchol vy
(vzdalenost 4 k vrcholu vy), pficemz volime mezi napojenim v3-vs-v4 nebo v4-vs-v;.
Prvni zpusob vlozeni ma cenu ¢35 + ¢45 — ¢34 = 6 +4 — 5 = 5, druhy zpusob mé cenu
Cas+c15—cra=4+9—9 =4, ziskdme tedy sled v;-v3-v4-v5-v;. Nakonec vlozime
zbyvajici vrchol ve (nejblizsi pro v3) mezi vrcholy vz a vy. Vyslednd kruznice mé tvar
V1-U3-U9-U4-Us-v1 & délku 30.

() () ()
() OO, OO, () () '@
()——) (e)——) OO
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(e)

Nejprve nalezneme minimalni kostru zadaného grafu a zdvojenim vSech hran ziskame
pocéatecni sled. Muzeme nahlédnout, ze minimdalni kostru tvoii hrany (v, vs3), (ve,v3),
(v3,v4) a (vg,vs5), ziskany sled ma tedy tvar v1-v3-v9-v3-v4-v5-v4-v3-v;. Déle vytvorime
kruznici tak, ze pri pruchodu sledu preskoCime uz navstivené vrcholy a pouzijeme
hranu do nésledujiciho nenavstiveného vrcholu sledu (piipadné do prvniho vrcholu).
Konkrétné, z vrcholu vy pokracujeme piimo do v4 a z vrcholu vs zpét do vy, ¢imz
ziskdame kruznici v;-vs-ve-v4-vs-vy délky 30.

? o ()
(v5) () (v (v2) (v2)

Najdeme néjakou pocateéni hamiltonovskou kruznici, kterou budeme postupné vy-
lepsovat. Muzeme zvolit napt. kruznici vi-ve-vs-vs-v5-v; délky 32. Metoda 2-vymeén
spociva v odstranéni 2 hran a jejich nahrazeni 2 novymi hranami tak, aby vznikla nova
(a v idedlnim pfipadé lepsi) hamiltonovskd kruznice.

Muzeme ovérit, ze nejlepsi mozna 2-vyména pro danou kruznici je nahrazeni hran
(v1,v2) a (vs,vy) hranami (vy,vs) a (vg,v4), coz vede na kruznici vi-vs-ve-v4-v5-vq
s délkou 30. Nésledné muzeme provést vyménu hran (vq, v3) a (v, vs) za hrany (vq, vs)
a (v3,vs) a dostaneme kruznici vq-ve-v4-v5-v3-v1 délky 29.

Piiklad 5.5. Reste Lagrangeovu relaxaci zalozenou na 1-stromech pro symetrické TSP s matici

vzdalenosti
— 10 2 4 6 2
00 - 9 3 1 3
2 9 — 5 6 1
4 3 5 — 2 5
6 1 6 2 — 3
2 3 1 5 3 -
Resend:
V této relaxaci hleddme minimalni 1-strom, ktery muzeme sestrojit jako minimalni kostru
na podgrafu na vrcholech v,, ..., v, s pfidanymi dvéma nejkratsimi hranami z vrcholu v,

(hamiltonovska kruznice je specidlnim ptipadem 1-stromu).

Pro zadanou matici vzdélenosti tvori minimdlni kostru podgrafu mnozina hran {(vs,vs),
(vs,v6), (v4,v5), (vs,v6) }, nebo také cesta v3-v-v2-v5-v4, 0bé s cenou 7. Nejkratsi hrany z vr-
cholu v; vedou do vrcholu v a vg, dostaneme tedy feseni relaxace s optimalni hodnotou
ciztcet+7T=2+2+7=11.
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Priiklad 5.6. Vyuzijte linearni relaxaci, hladovy algoritmus a lokalni vylepSovani pro feseni ilohy
UFLP s cenami

C' =

SO Ot Ww
N J O ©
= O N
S O O O
i
I
W w N w

Reseni:
Viz Priklad 10.3 ve skriptech.

Priklad 5.7. Oznacme [n] = {1,...,n}. Bud P konvexni obal mnoziny vsech bodu spliujicich
omezujici podminky modelu UFLP pro m = 2, t.j.

Z1j + 225 = 1 vje [n]7 0< Zij < Yi Vi e {172}>] S [n]a Y1, Y2 € {Oa 1}

Dokazte, ze z;; < y; je sténova nerovnost pro P pro kazdé i € {1,2} a j € [n|. Umite dukaz
zobecnit pro libovolné m € N?

Reseni:

Pro jednoduchost odvodime dukaz pro ¢ = 7 = 1, tedy ukazeme, ze nerovnost z1; <
je sténovéa (pro jind i,j lze dikaz formulovat analogicky). Uvazovand nerovnost je zjevné
platna pro vSechny body mnohosténu P, jelikoz patii mezi omezujici podminky definujici
mnozinu P.

Ozna¢me dim(P) = d. Abychom ukézali, ze dand nerovnost definuje sténu P dimenze d — 1
(t.j. fasetu), musime najit d afinné nezavislych bodu mnohosténu P, které lezi v nadroviné
211 = y1. Mnohostén P se nachézi v prostoru dimenze 2n + 2 (dle po¢tu proménnych), plati
tedy d < 2n + 2. Tento mnohostén ale neni plnodimenzionélni — v popisu P méme n rovnic
s linedrné nezavislymi vektory, které zpusobi, ze dim(P) bude

d=2n+2—-—n=n-+2.

Tuto vlastnost muzeme také ovérit nalezenim d+ 1 (t.j. n+ 3) afinné nezavislych bodu z P.

Nerovnost z1; < y; je tedy sténova, pokud existuje d = n + 2 afinné nezavislych bodu mno-
hosténu P v nadroviné z; = y;. Uvazujme vektory (zi1, ..., Z1n, 221, - - -, 22n, Y1, Y2) S koefi-
cienty

21:(1,...,1), 22:(0,...,0), y1:1, yQZO,

21:(1,...71)7 22:(0,...70), ylz]_’ y2:1,

21 =1(0,...,0), zo=(1,...,1), y1 =0, y2 =1,
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tedy feSeni, ve kterych obsluhujeme vSechny spotiebitele z jednoho zatizeni. Dale uvazujme
vektory reprezentujici feSeni s obsluhou 2 spottebitelu ze zafizeni 1, a to spotiebitele 1 a
nékterého dalstho spotiebitele j € {2,...,n}:

312(1717(]’07"'70)7 22:(Oa071717---71>7 n=1 vy =1
21 =(1,0,1,0,...,0), 20=1(0,1,0,1,...,1), yy =1, yo =1,

7 =(1,0,0,...,0,1), 2 =(0,1,1,...,1,0), 1 =1, y=1.

Celkem tedy mame 3 +n — 1 = n + 2 vektoru, které splnuji podminku z;; = y; a patii do
mnohosténu P. Navic lze nahlédnout, ze tyto vektory jsou afinné nezavislé (napt. ovérenim
linedrni nezdvislosti n + 1 ,posunutych“ vektoru), dokazali jsme tedy, ze nerovnost z;; < y;
pro ¢ = j =1 je sténova.

Pro m € N dostaneme mnohostén P dimenze d = mn +m — n. Analogickou konstrukei jako
v piipadé m = 2 muZeme nalézt d afinné nezdvislych bodu lezicich v nadroviné z; = y; a
dokdzat, Ze nerovnost z;; < y; bude opét sténova.
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