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(5) Speciálńı př́ıpady: Problém batohu, TSP a daľśı

Př́ıklad 5.1. Řešte problém batohu pomoćı metody branch-and-bound:

max 17x1 + 10x2 + 25x3 + 17x4

za podm. 5x1 + 3x2 + 8x3 + 7x4 ≤ 12,
x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}.

Řešeńı:
Využijeme fakt, že optimálńı řešeńı lineárńı relaxace xR můžeme (pro setř́ıděné proměnné
podle ci

ai
) explicitně vyjádřit jako

xR
1 = · · · = xR

r−1 = 1, xR
r =

b−
∑r−1

i=1 ai
ar

, xR
r+1 = · · · = xR

n = 0,

pro určité r ∈ {1, . . . , n}. Z relaxace též źıskáme heuristické př́ıpustné řešeńı xH se složkami
xH
i = xR

i pro i 6= r a xH
r = 0. V každém rozvětveńı pak uvažujeme podproblémy s podmı́nkou

xr = 0 nebo xr = 1 pro dané r. (Viz také Př́ıklad 7.16 ve skriptech.)

Aplikaćı metody branch-and-bound dostaneme následuj́ıćı strom výpočtu:

xR = (1, 1, 1
2
, 0), cT xR = 39,5

xH = (1, 1, 0, 0), cT xH = 27

xR = (1, 1, 0, 4
7

), cT xR ≈ 36,7

xH = (1, 1, 0, 0), cT xH = 27

xR = (1, 1, 0, 0), cT xR = 27 xR = (1, 0, 0, 1), cT xR = 34

xR = ( 4
5
, 0, 1, 0), cT xR = 38,6

xH = (0, 0, 1, 0), cT xH = 25

xR = (0, 1, 1, 1
7

), cT xR ≈ 37,4

xH = (0, 1, 1, 0), cT xH = 35

xR = (0, 1, 1, 0), cT xR = 35 nepř́ıpustná relaxace

nepř́ıpustná relaxace

Optimálńı řešeńı zadané instance problému batohu je tedy x = (0, 1, 1, 0) s hodnotou 35.

Př́ıklad 5.2. Vyřešte následuj́ıćı instanci problému batohu pseudopolynomiálńım algoritmem:

max x1 + 5x2 + 3x3 + x4 + 2x5

za podm. 3x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + x5 ≤ 7,
x1, . . . , x5 ∈ {0, 1}.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 7.6 ve skriptech.

Př́ıklad 5.3. Uvažujme problém batohu z předcházej́ıćıho př́ıkladu.

(a) Najděte optimálńı řešeńı lineárńı relaxace a využijte jej ke konstrukci sečné nadroviny
typu

”
cover“.
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(b) Použijte lifting pro ześıleńı řezu a vyřešte lineárńı relaxaci nové úlohy.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 7.15 ve skriptech.

Př́ıklad 5.4. Aplikujte na symetrickou úlohu TSP na vrcholech v1, . . . , v5 s matićı vzdálenost́ı
− 8 4 9 9
8 − 6 7 10
4 6 − 5 6
9 7 5 − 4
9 10 6 4 −

 ,

následuj́ıćı heuristiky:

(a) nejbližš́ı soused (nearest neighbor),

(b) hladový algoritmus,

(c) metoda úspor (savings),

(d) vkládáńı nejbližš́ıho (nearest insertion),

(e) metoda minimálńı kostry,

(f) metoda 2-výměn.

Řešeńı:

(a) Zvoĺıme počátečńı vrchol, např. v1. Postupně se přesouváme do nejbližš́ıho sousedńıho
vrcholu (který jsme ještě nenavšt́ıv́ıli) k aktuálně posledńımu vrcholu nalezené cesty.
Dostaneme tedy cestu v1-v3-v4-v5-v2, kterou doplńıme na kružnici návratem po hraně
{v2, v1}. Délka nalezené kružnice je 4 + 5 + 4 + 10 + 8 = 31.

v1

v2

v3v4

v5

v1

v2

v3v4

v5

v1

v2

v3v4

v5

v1

v2

v3v4

v5

v1

v2

v3v4

v5

(b) Hladový algoritmus postupně tvoř́ı hledanou kružnici přidáváńım nejkratš́ı hrany, která
neporuš́ı př́ıpustnost řešeńı (nevytvoř́ı menš́ı kružnici ani vrchol stupně 3). Setř́ıd́ıme
hrany grafu podle délky od nejkratš́ı a aplikujeme hladový algoritmus:

{v1, v3} c1,3 = 4 X = {{v1, v3}},
{v4, v5} c4,5 = 4 X = {{v1, v3}, {v4, v5}},
{v3, v4} c3,4 = 5 X = {{v1, v3}, {v4, v5}, {v3, v4}},
{v2, v3} c2,3 = 6 přeskoč́ıme, v3 už má stupeň 2,

{v3, v5} c3,5 = 6 přeskoč́ıme, v3 už má stupeň 2,

{v2, v4} c2,4 = 7 přeskoč́ıme, v4 už má stupeň 2,

{v1, v2} c1,2 = 8 X = {{v1, v3}, {v4, v5}, {v3, v4}, {v1, v2}},
{v1, v4} c1,4 = 9 přeskoč́ıme, v1 už má stupeň 2,

{v1, v5} c1,5 = 9 přeskoč́ıme, v1 už má stupeň 2,

{v2, v5} c2,5 = 10 X = {{v1, v3}, {v4, v5}, {v3, v4}, {v1, v2}, {v2, v5}}.
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Pomoćı hladového algoritmu tedy také najdeme kružnici v1-v3-v4-v5-v2-v1 délky 31.

v1

v2

v3v4

v5
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v5

v1
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v3v4
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(c) Nejprve vytvoř́ıme počátečńı sled vrchol̊u tak, že ze zvoleného
”
centrálńıho“ vrcholu vk

postupně navšt́ıv́ıme všechny sousedńı vrcholy vi a vrát́ıme se zpět do vk. Např. pro
centrálńı vrchol v3 dostaneme počátečńı sled ve tvaru v3-v1-v3-v2-v3-v4-v3-v5-v3. Násled-
ně spočteme hodnoty sij = cki + ckj − cij pro všechna i, j 6= k, t.j. úspory dosažené
nahrazeńım sled̊u vk-vi-vk a vk-vj-vk jedńım sledem (zkratkou) vk−vi−vj−vk. Aktuálńı
sled uprav́ıme pomoćı nejvýhodněǰśı nalezené zkratky.

Pro zadanou instanci a centrálńı vrchol v3 máme matici úspor S s koeficienty sij:

S =


− 2 0 1
2 − 4 2
0 4 − 7
1 2 7 −

 .

Do počátečńıho sledu tedy postupně přidáme nejvýhodněǰśı zkratky s úsporami s45,
s24, s12. Źıskáme kružnici v1-v3-v5-v4-v2-v1 délky 29.
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(d) Pro zvolený počátečńı vrchol, např. v1, vytvoř́ıme sled s jeho nejbližš́ım sousedńım
vrcholem: v1-v3-v1. Následně do aktuálńıho sledu S vkládáme vrchol vi, který je nejbĺıže
k nějakému vrcholu vj ∈ S (a zároveň plat́ı vi /∈ S). Vrchol vi napoj́ıme mezi vj a jeho
souseda vk ∈ S tak, aby vzdálenost cij + cik − cjk byla minimálńı.

K některému z vrchol̊u v1, v3 počátečńıho sledu je nejbĺıže vrchol v4 se vzdálenost́ı
d(v3, v4) = 5, jeho vložeńım dostaneme sled v1-v3-v4-v1. Dále vkládáme vrchol v5

(vzdálenost 4 k vrcholu v4), přičemž voĺıme mezi napojeńım v3-v5-v4 nebo v4-v5-v1.
Prvńı zp̊usob vložeńı má cenu c35 + c45 − c34 = 6 + 4 − 5 = 5, druhý zp̊usob má cenu
c4,5 + c1,5 − c1,4 = 4 + 9 − 9 = 4, źıskáme tedy sled v1-v3-v4-v5-v1. Nakonec vlož́ıme
zbývaj́ıćı vrchol v2 (nejbližš́ı pro v3) mezi vrcholy v3 a v4. Výsledná kružnice má tvar
v1-v3-v2-v4-v5-v1 a délku 30.
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(e) Nejprve nalezneme minimálńı kostru zadaného grafu a zdvojeńım všech hran źıskáme
počátečńı sled. Můžeme nahlédnout, že minimálńı kostru tvoř́ı hrany (v1, v3), (v2, v3),
(v3, v4) a (v4, v5), źıskaný sled má tedy tvar v1-v3-v2-v3-v4-v5-v4-v3-v1. Dále vytvoř́ıme
kružnici tak, že při pr̊uchodu sledu přeskoč́ıme už navšt́ıvené vrcholy a použijeme
hranu do následuj́ıćıho nenavšt́ıveného vrcholu sledu (př́ıpadně do prvńıho vrcholu).
Konkrétně, z vrcholu v2 pokračujeme př́ımo do v4 a z vrcholu v5 zpět do v1, č́ımž
źıskáme kružnici v1-v3-v2-v4-v5-v1 délky 30.

v1

v2

v3v4

v5

v1
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v5

v1
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v3v4
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(f) Najdeme nějakou počátečńı hamiltonovskou kružnici, kterou budeme postupně vy-
lepšovat. Můžeme zvolit např. kružnici v1-v2-v3-v4-v5-v1 délky 32. Metoda 2-výměn
spoč́ıvá v odstraněńı 2 hran a jejich nahrazeńı 2 novými hranami tak, aby vznikla nová
(a v ideálńım př́ıpadě lepš́ı) hamiltonovská kružnice.

Můžeme ověřit, že nejlepš́ı možná 2-výměna pro danou kružnici je nahrazeńı hran
(v1, v2) a (v3, v4) hranami (v1, v3) a (v2, v4), což vede na kružnici v1-v3-v2-v4-v5-v1

s délkou 30. Následně můžeme provést výměnu hran (v2, v3) a (v1, v5) za hrany (v1, v2)
a (v3, v5) a dostaneme kružnici v1-v2-v4-v5-v3-v1 délky 29.
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Př́ıklad 5.5. Řešte Lagrangeovu relaxaci založenou na 1-stromech pro symetrické TSP s matićı
vzdálenost́ı 

− 10 2 4 6 2
10 − 9 3 1 3
2 9 − 5 6 1
4 3 5 − 2 5
6 1 6 2 − 3
2 3 1 5 3 −

 .

Řešeńı:
V této relaxaci hledáme minimálńı 1-strom, který můžeme sestrojit jako minimálńı kostru
na podgrafu na vrcholech v2, . . . , vn s přidanými dvěma nejkratš́ımi hranami z vrcholu v1

(hamiltonovská kružnice je speciálńım př́ıpadem 1-stromu).

Pro zadanou matici vzdálenost́ı tvoř́ı minimálńı kostru podgrafu množina hran {(v2, v5),
(v3, v6), (v4, v5), (v5, v6)}, nebo také cesta v3-v6-v2-v5-v4, obě s cenou 7. Nejkratš́ı hrany z vr-
cholu v1 vedou do vrchol̊u v3 a v6, dostaneme tedy řešeńı relaxace s optimálńı hodnotou
c1,3 + c1,6 + 7 = 2 + 2 + 7 = 11.
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Př́ıklad 5.6. Využijte lineárńı relaxaci, hladový algoritmus a lokálńı vylepšováńı pro řešeńı úlohy
UFLP s cenami

C ′ =


3 9 2 6
5 9 7 6
0 7 6 6
6 7 4 0

 , f =


3
2
3
3

 .

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 10.3 ve skriptech.

Př́ıklad 5.7. Označme [n] = {1, . . . , n}. Bud’ P konvexńı obal množiny všech bod̊u splňuj́ıćıch
omezuj́ıćı podmı́nky modelu UFLP pro m = 2, t.j.

z1j + z2j = 1 ∀j ∈ [n], 0 ≤ zij ≤ yi ∀i ∈ {1, 2}, j ∈ [n], y1, y2 ∈ {0, 1}.

Dokažte, že zij ≤ yi je stěnová nerovnost pro P pro každé i ∈ {1, 2} a j ∈ [n]. Umı́te d̊ukaz
zobecnit pro libovolné m ∈ N?

Řešeńı:
Pro jednoduchost odvod́ıme d̊ukaz pro i = j = 1, tedy ukážeme, že nerovnost z11 ≤ y1

je stěnová (pro jiná i, j lze d̊ukaz formulovat analogicky). Uvažovaná nerovnost je zjevně
platná pro všechny body mnohostěnu P , jelikož patř́ı mezi omezuj́ıćı podmı́nky definuj́ıćı
množinu P .

Označme dim(P ) = d. Abychom ukázali, že daná nerovnost definuje stěnu P dimenze d− 1
(t.j. fasetu), muśıme naj́ıt d afinně nezávislých bod̊u mnohostěnu P , které lež́ı v nadrovině
z11 = y1. Mnohostěn P se nacháźı v prostoru dimenze 2n+ 2 (dle počtu proměnných), plat́ı
tedy d ≤ 2n+ 2. Tento mnohostěn ale neńı plnodimenzionálńı – v popisu P máme n rovnic
s lineárně nezávislými vektory, které zp̊usob́ı, že dim(P ) bude

d = 2n + 2− n = n + 2.

Tuto vlastnost můžeme také ověřit nalezeńım d+ 1 (t.j. n+ 3) afinně nezávislých bod̊u z P .

Nerovnost z11 ≤ y1 je tedy stěnová, pokud existuje d = n+ 2 afinně nezávislých bod̊u mno-
hostěnu P v nadrovině z11 = y1. Uvažujme vektory (z11, . . . , z1n, z21, . . . , z2n, y1, y2) s koefi-
cienty

z1 = (1, . . . , 1), z2 = (0, . . . , 0), y1 = 1, y2 = 0,

z1 = (1, . . . , 1), z2 = (0, . . . , 0), y1 = 1, y2 = 1,

z1 = (0, . . . , 0), z2 = (1, . . . , 1), y1 = 0, y2 = 1,
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tedy řešeńı, ve kterých obsluhujeme všechny spotřebitele z jednoho zař́ızeńı. Dále uvažujme
vektory reprezentuj́ıćı řešeńı s obsluhou 2 spotřebitel̊u ze zař́ızeńı 1, a to spotřebitele 1 a
některého daľśıho spotřebitele j ∈ {2, . . . , n}:

z1 = (1, 1, 0, 0, . . . , 0), z2 = (0, 0, 1, 1, . . . , 1), y1 = 1, y2 = 1,

z1 = (1, 0, 1, 0, . . . , 0), z2 = (0, 1, 0, 1, . . . , 1), y1 = 1, y2 = 1,

...

z1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 1), z2 = (0, 1, 1, . . . , 1, 0), y1 = 1, y2 = 1.

Celkem tedy máme 3 + n− 1 = n + 2 vektor̊u, které splňuj́ı podmı́nku z11 = y1 a patř́ı do
mnohostěnu P . Nav́ıc lze nahlédnout, že tyto vektory jsou afinně nezávislé (např. ověřeńım
lineárńı nezávislosti n + 1

”
posunutých“ vektor̊u), dokázali jsme tedy, že nerovnost zij ≤ yi

pro i = j = 1 je stěnová.

Pro m ∈ N dostaneme mnohostěn P dimenze d = mn+m−n. Analogickou konstrukćı jako
v př́ıpadě m = 2 můžeme nalézt d afinně nezávislých bod̊u lež́ıćıch v nadrovině zij = yi a
dokázat, že nerovnost zij ≤ yi bude opět stěnová.
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