Priklady na procviceni z Linedrni algebry 2 3

1. Skalarni soucin, norma

Cv. 1.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni predstavuji skalarni soucin na prostoru R?:

(a) (z,y) = x1y1 + 221Y2 — 222Y1 + DT2y2,
(b) (x, y) = —mY1 + T1Y2 + Toy1 + 4T2ys,
(c) (z,y) = 21y2 + T2y1 + 42290,

(d) <5Ua Z/) = 11y1 + 271y + 2221 + ST2Yo.
Reseni

(a) Ne, protoZe neni splnéna symetrie. Napiiklad pro = = (1,0)7, y = (0,1)
je
<$7y> =2 % -2 = <y7x>7

(b) Ne, protoZe neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho souc¢inu. Na-
piiklad pro z = (1,0)T je (z,x) = —1, coZ neni kladna hodnota.

(c) Ne, protoZe neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Na-
piiklad pro z = (1,0)7 je (z,x) = 0 coz nenf kladna hodnota.

(d) Ano. Musime ovéfit vlastnosti skalarniho soucinu:

e Prvni vlastnost z definice. Upravme

(x,7) = 1171 + 22129 + 2T271 + HT2TH
= 23 4+ 4x179 + 525 = (11 + 215)° + 23 > 0.

Hodnota je nulova pouze tehdy, kdyz jsou oba s¢itance nulové, tedy
kdyz
r1 +2x9 =0 a zaroven x, = 0.

To nastane pouze pro x = (0,0)7, ¢im# je prvni vlastnost dokazana.
e Vlastnost se souctem (x + y, z) = (x, z) + (y, z) plati, protoze

(x+y,2) = (1 +y1)z + 2(x1 +y1) 20 + 2(22 + y2) 21 + 5(72 + Y2) 22,
(z,2) + (Y, 2) = (121 + 22120 + 27221 + 53222)
+ (y121 + 2y122 + 2y221 + Dy229),

e Vlastnost s nasobky (ax,y) = a(y, z) plati, protoze

(o, y) = axriy; + 2ax1ys + 20x9y; + Daxays,
alz,y) = a(riyr + 2x1y2 + 222y1 + Sxays).

e Symetrie: (x,y) = (y, x) plati, protoze

(r,y) = T1y1 + 2212 + 222Y1 + DT2yo,
(y, ) = thx1 + 25122 + 2yox1 + 5Y2o.
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Cv. 1.2 Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: = L y pravé tehdy kdyz ||z + y||* = ||lz||* + ||y]|*-

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. z,y
nejsou kolmé a presto ||z + y||* = ||z]|* + ||y]|*.

Resendt:

(a) Upravime vyraz

Iz +yl* = (z +y, 2 +y) = {&.2) + (Y. 9) + (2,9) + (. 2) =
= llzlI* + llyll* + 2=z, y).
Tudiz rovnost ||z +y||? = ||z||*>+||y||* nastane prave tehdy, kdyz 2(z, y) = 0,
neboli kdyz x L y.
(b) Protipiiklad nad C: Uvazujme napifklad vektory x = (1,0)7, y = (i,0).

Nejsou na sebe kolmé, ale

Iz +yl* =2=1+1=[lz* + [lyl*

Cv. 1.3 Pripomenme, Ze stopa matice je definoviana jako soucet prvki na diagonale:

n

trace(A) = Z @i

i=1
(a) Ukazte, ze (A, B) = trace(A” B) definuje skalarn{ soucin na prostoru R™*".
(b) Zformulujete Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.

(c) Dokazte trace(A)? < n - trace(AT A).

Resend:

(a) Pisme

n n m n m

trace(ATB) = Z ATB Z Z(AT)UB]Z = Z

=1 i=1 j=1 =1 j=

1
Cili vyraz trace(AT B) predstavuje standardni skalarn{ souc¢in, pokud matici
A asociujeme s dlouhym vektorem, slozenym z jejich prvkiu
(@11, ey Q1G22 ooy A2y e e ey Gy« vy Q) -
(b) Cauchyho-Schwarzova nerovnost |(A, B)|* < ||A]|? - || B||* dostane podobu

trace(A” B)? < trace(AT A) trace(B” B).
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(¢) Do Cauchyho—-Schwarzovy nerovnosti dosadime A = I,, B = A a tim
padem dostaneme

trace(A)? < trace([,) - trace(ATA) = n - trace(AT A).

Cv. 1.4 Dokazte, ze pro kazdé aq, ..., a, > 0 plati:

n? <(ay+...4+ap)la;t +...+a;b).

Reseni:
Aplikujeme Cauchyho—Schwarzovu nerovnost. Ta ma tvar

(=, 9) | < [l - [lyll-

Konkrétné pro prostor R” a standardni skalarni soucin je tvaru

| Z?:l riy;| < \/Z?:l sz \/Z?:l yi2‘

Umocnénim obou stran nerovnosti dostaneme
2 2 2
|Z?=1 zy;]” < (Z?:l ) - (Z?:l Y;) -
Nyni stac¢i vhodné dosadit za vektory x,y. Konkrétné zvolime

t=(Var..va) . y= (/a1

Tim dostane Cauchyho—-Schwarzova nerovnost podobu

S 1 < (a4 Fan)(ar ++ag),
coz po upravé da pozadovany tvar.

Cv. 1.5 Ovétte, Ze ||z|| = |71 — 22o| + |31 — 42| + |51 — 625] je normou na prostoru R2.

Reseni:
Musime ovérit vlastnosti z definice normy:

e Hodnota ||z| je zfejmé vzdy nezaporna. Nulova je pouze, kdyZ vSechny
sCitance jsou nulové, tedy kdyz

Ty —2ZE2 == 31’1 —41['2 = 5(131 —61’2 =0.

Tato situace nastane jen pro xy; = xo = 0.
e Vlastnost ||az| = |a| - ||z|| zjevné plati pro viechna z € R? a a € R.

e Trojuhelnikovi nerovnost:

|z +yll = |21 +y1 — 2(x2 + y2)| + [3(@1 + y1) — 4(72 + ya)|+
+[5(z1 +y1) — 6(z2 + y2)|
< |1 — 22| + Y1 — 2u| + 321 — dao|+
+ [3y1 — 4ya| + 521 — 69| + [5y1 — 6ya| = [|z]| + [ly-
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Cv. 1.6 Bud || - || libovolnéa realnéd norma na prostoru R™ a bud A € R™" regularni
matice. Dokazte, ze ||z||4 = ||Az|| je také norma.
Reseni:

Ovétfime vlastnosti z definice normy:

e Hodnota ||x||4 je zfejmé vzdy nezédporna. Nulova je pouze, kdyz Az = o.
Diky regularité matice A to nastane pouze pro x = o,

o [|azlla = [[Aaz|| = |af - [|Az]| = |af - [lz][,

e Trojuhelnikova nerovnost:

[ +ylla = [|A(z + )l = [[Az + Ayl| < [[Az] + [[Ay]l = [lz]la + [lylla-

Cv. 1.7 Dokazte ekvivalenci norem

||1‘||1 = ZL ’xz‘|7
Izl = />0, 23,

[]loe = maxi—
na prostoru R". Konkrétné ukazte, ze plati nasledujici vztahy:

[2lloo <zl < n|#]|oc,
2]l < [l2ll2 < V|7l
lzll2 < flzlls < Vnllz]l2.

Reseni:
Pro ilustraci ukdzeme prvni dvé nerovnosti, dalsi vztahy se dokazi analogicky.
Nerovnost ||z]|s < ||z|/1 plyne diky

[2]|co = maxi—1 . p |2:] < D00 2| = ||z

Nerovnost ||z]|; < n||z||« plyne diky

n n n
el = lagl < max |zl =) |lells = 0]l
7j=1 7=1 - Jj=1
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