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5. Determinanty — vypocet

Cv. 5.1 Necht 7 = (1,5,3)(2,6)(4,8,7,9) a 0 = (1,2,7)(3,5)(4,9,6)(8) jsou dvé permu-
tace z Sg. Spoctéte:

(a) slozeni 7 o o a sloZeni o o,

(b) inverzni permutace 7! a o7 1.

Reseni:

(a) Pripomenme definici skladani permutaci:
Vie{l,...,n}: (moo)(i) =mn(c(i)).

Zakresleme permutace 7 a ¢ schématicky:

Dostavame oo = (1,6,8,7,5)(2,9)(3,5)(4).
Obdobné mizeme spocitat o o = (1,3,2,4,8)(5)(6,7)(9).

(b) Nahlédneme, ze potadi prvki v cyklech inverzni permutace je otoc¢ené. Tedy
ziskavame 7! = (1,3,5)(2,6)(4,9,7,8) a o™t = (1,7,2)(3,5)(4,6,9)(8).

Cv. 5.2 Jaké znaménko maji dané permutace?

(a) permutace 7(1) =2, w(2) =3, 7(3) =1,

(b) permutace o(1) = 2, 0(2) =3, 0(3) =4, c4) =1, o(b) =7, 0(6) =
5, o(7) =6,

(c) identicka permutace id € S,,, pro kterou id(i) =i pro kazdé i € {1,...,n},

(d) transpozice (permutace, ktera zameéni presné dva prvky, tieba 7(1) = 2, 7(2) =
1, 7(n) = n pro vSechny n > 2).

Resent:

(a) Permutace obsahuje jeden cyklus (1,2,3), tedy sgn(r) = (=1)37! = 1.
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(b) Permutace je tvofena dvéma cykly (1,2,3,4) a (5,7,6) tedy sgn(o) =
(-1)"2=-1.

(c) Kazdé ¢islo tvoii samo o sobé cyklus a identickou permutaci tedy muzeme
rozlozit jako (1)(2)...(n). Mame tedy n cykli a znaménko permutace je
(=) " =1.

(d) Dvé prohozena ¢isla tvori cyklus délky dva a zbyla ¢isla tvoii kazdé trivi-
alni cyklus délky jedna. Uvedeny piiklad transpozice mtuzeme zapsat jako
(1,2)(3)(4) ... (n). Mame tedy n — 1 cykli a znaménko permutace je proto
(_1)n—(n—1) = _1.

Cv. 5.3 Necht 7 = (1,3)(2,9,7,6)(4)(5,8) a o = (1,4,5)(3,6,9,8,7)(2). Urcete:

(a) znaménka sgn(m) a sgn(o),
(b) znaménka sgn(w o o) a sgn(o o),

(c) znaménka sgn(7~') a sgn(c™').

Reseni:

(a) Permutace 7 je na n = 9 prvcich a je slozena ze 4 cykli. Tedy sgn(m) =
(1) = —1.
Obdobné sgn(o) = (—1)*3 = 1.

(b) Znaménko slozené permutace je soucin znamének jednotlivych permutaci.
Proto dostavame sgn(m o o) = sgn(m)sgn(o) = (—1) -1 = —1.
Obdobné sgn(o o m) = —1.

(c) Z definice sloZeni permutaci dostdvame o7~ ! = id. Vime, Ze sgn(id) = 1.
Dostévame tedy, Ze sgn(7~!) = sgn(n) = —1.
Obdobné sgn(o™!) = 1.

Cv. 5.4 Spocitejte determinanty nasledujicich realnych matic. Pouzijte vypocet z defi-
nice, pomoci Laplaceova rozvoje podle fadku a pomoci Gaussovy eliminace.

4 1 2
() A={0 -1 1

1 2 1

3 2 -1
b)B=|-2 2 4

2 -1 3

011
(c)C=1101

1 10

18 11 11

(d) D= (11 11 11
11 11 24
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Resent:

(a) Budeme pocitat z definice:

4 1 2
det(A) =det |0 —1 1
1 2 1

= A1 A22A33 + A12A23A371 + A1 342143

— Ay 1 Ag3As e — A1 9As 1 Ag s — A1 3A20A3,
—4-(-1)141-1-1+2:0-2—-4-1-2-1-0-1—2-(=1)-1
=-9

Determinant matice je —9.

(b) Budeme fesit pomoci Gaussovy eliminace.

3 2 -1
det(B)=det | =2 2 4
2 -1 3
-2 2 4
=—1ldet| 3 2 -1 (Vymeéna 1. a 2. fadku, det se nasobi —1)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det | 3 2 -1 (Vydélime 1. fadek 2, det se zmensi 2-krat)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det | 0 5 5] (Pricteme 3-krat 1. fadek k 2., det se neméni)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det|{ O 5 5 (Pricteme 2-krat 1. fadek k 3., det se neméni)
0 17
-1 1 2
=2det| 0 1 7 (Vymeéna 2. a 3. fadku, det se nasobi —1)
0 55
-1 1 2
=2det| 0 1 7
0 0 =30

(Odecteme 5-krat 2. fadek od 3., det. se neméni)
Dostavame horni trojuhelnikovou matici. Existuje jedina permutace o ta-
kova, ze

H?:lai,a(i) 7é 07

a to identita. Determinant vzniklé horni trojuhelnikové matice je (—1) -1 -
(—30) = 30. A tedy determinant pivodni matice je 60.
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(¢) Pouzijeme Laplaceuv rozvoj podle prvniho fadku. Nasledny vypocet deter-

minanti matic velikosti 2 x 2 provedeme z definice.

Determinant matice je 2.

det(C) = det

(=)™ .0 det (

(
2

N =)

11
01
10

01 142 1.
1 0)+(—1) 1 det(

10
431
+(—1) 1-det <1 1)

—1)-1-(1-1-04(=1)-1-1)+1-1-(1-1-14(=1)-0-1)

11
10

(d) Nejprve pouZijeme elementéarni fadkové tpravy a upravime matici nasle-
dovné. Vyuzivime pouze elementarni dpravu ,pri¢teni k-nésobku i-tého
radku k j-tému“. Tato uprava neméni determinant, a tak ziskavame:

det(D) = det

= det

18
11
11

7
11
11

7
11
0

11
11
11

0
11
11

0
11
0

11
11
24

0
11
24

0
11
13

Nyni si vSimneme, Ze permutace o € Ss prispiva k celkovému souctu v hle-
daném determinantu nenulovou hodnotou pravé tehdy, kdyz vybira prvni
sloupec v prvnim fadku a tfeti sloupec ve tretim radku, tj. (1) = 1 a
0(3) = 3. Takova permutace v S; je v8ak pravé jedna — identickd permu-
tace. Tedy determinant vysledné matice je roven soucinu jejich diagonélnich
prvka 7-11-13 = 1001. Vzhledem k tomu, ze provedené radkové tpravy
neménily determinant, je determinant ptivodni matice také 1001.

Cv. 5.5 Spoctéte determinant nasledujicich matic:

O = e e Ot
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(a)

(b)

a +x a9 as A,

a1 as +x as Qp,

B = a1 a2 as+x ... Qp,
aq Qo as ..o ap t+x

Prvni fadek pri¢teme ke vSem ostatnim. Ziskdme horni trojihelnikovou ma-
tici, jejiz diagonala je postupné tvorena Cisly 1 az n. Determinant matice je
tudiz roven n!.

Posledni radek ode¢teme od vSech predchozich (hodnoty a; zistanou pouze
v poslednim fadku). Dostavame matici

z 0 O —x

0O = O —x
B=10 0 =z —x

a a2 az ... Gp+<x

Poté vyuzijeme rovnosti det(B) = det(B?), matici transponujeme, pfi¢teme
vSechny Tadky k poslednimu a znovu matici transponujeme. Jinymi slovy
jsme k poslednimu sloupci B pricetli vSechny predchozi sloupce. Dostaneme

z 0 O 0

0 « 0 0
g0 0 = 0

a ay az ... TH Y- a

Determinant je roven (aj + ...+ a, + x)z" L.
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