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6. Determinanty — pouziti

Cv. 6.1 Geometrickou interpretaci determinantu je objem. Presnéji absolutni hodnota
determinantu urcuje, jak moc linearni zobrazeni x — Az urcené matici A zvét-
Suje/zmensuje velikost objektf’ﬂ. Tedy pokud méame matice 2 x 2, absolutni hod-
nota jejich determinantu ptredstavuje kolikrat se zvétsi obsah rovinného geomet-
rického utvaru (napiiklad jednotkového ¢tverce) po provedené transformaci. Ab-
solutni hodnota determinantu matice velikosti 3 x 3, pak udéava kolikrat se zvétsi
objem geometrického 3 dimenzionalniho ttvaru (napiiklad krychle) provedenim
linearni transformace dané piislusnou matici.

Zaroven lze na determinant nahlizet jako na obsah rovnobéZznosténu daného
sloupci matice. Pokud pfislusnou lineédrni transformaci provedeme na ¢tverec
jehoz strany jsou déany vektory (1,0)7 a (0,1)7 — ¢tverec reprezentovany Io,
bude tento ¢tverec zobrazen na rovnobéznostén dany sloupci matice.

Za cviceni spoctéte nésledujici determinanty a ovéfte si intuici pro nasledujici

matice:
1 0
@ a=(5 )
2 0
=3 1)
2 0
@ c=(5 3)
1 2
D:<o )
1 0
S (o 0)
1 00
010
0 0O
Reseni:

(a) V tomto pripadé linearni zobrazeni zobrazi kazdou plochu na sebe samu.
Tedy plochy se neméni a o¢ekavame, Ze determinant bude 1.

Vypocteme determinant z definice, nésledovné:
det(A) = A171A272 — A172A2’1 =1-1-0-0=1.

(b) Toto linearni zobrazeni vezme &tverec jehoZ strany jsou dany vektory (1,0)%
a (0,1)T (obsah je 1) a zobrazi jej na obdélnik jehoz strany jsou (2,0)7 a

'Doporuc¢ujeme zhlédnout 10-minutové video o determinantech z kanalu ,, Three blue, one brown®, viz
https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9L0h2dk


https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9LOh2dk
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(0,1)T (obsah je 2). Tedy zobrazeni ,nafukuje* prostor 2-krat a ocekavame,
ze det(B) = 2.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:

det(B) = Bl,lBZ,Q — Bl,QBQ,l =2-1-0-0=2.

Toto linearni zobrazen{ vezme ¢tverec dany vektory (1,0)T a (0,1)7 (obsah
je 1) a zobrazi jej na &tverec jehoz strany jsou (2,0)7 a (0,2)7 (obsah je 4).
Tedy zobrazeni ,nafukuje” prostor 4-krat a oc¢ekavame, ze det(C') = 4.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:
det(C) = 017102’2 — 017202’1 =2-2—-0-0=4.

Toto linearni zobrazeni vezme ¢tverec dany vektory (1,0)7 a (0,1)7 (obsah
je 1) a zobrazi jej na rovnobéznik jehoZ strany jsou (1,0)T a (2,1)T. Ob-
sah rovnobézniku je stéle 1 (predstavte si, ze vznikl tak, Ze vezmete sténu
vystavénou z kostek a poté se oprete o jeji levou stranu, posunete jednot-
livé kostky vuci sobé a sténu zkosite, ale obsah ztstane zachovan). Tedy
zobrazeni zachovava plochy a o¢ekavame, ze det(D) = 1.

Vypocteme determinant z definice, nésledovné:

det(D) = D171D272 — D172D271 =1-1-2-0=1.

Toto linearni zobrazen{ vezme ¢tverec dany vektory (1,0)T a (0,1)7 (obsah
je 1) a zobrazi jej na tsecku danou vektorem (1,0)%. Vzhledem k tomu, Ze
jsme zobrazili na vlastni podprostor R? je obsah roven 0. O¢ekavame tedy,
ze determinant bude nulovy.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:
det(E) = E1’1E272 — E1’2E271 =1-0-0-0=0.

Pro matice velikosti 3 x 3 plati podobnéa geometricka intuice, pouze misto
obsahu udava determinant objem. Zduraznime posledni piipad (linearni
zobrazeni na podprostor) i pro matice 3 x 3.

Toto linearni zobrazeni vezme krychli danou vektory (1,0,0)%, (0,1,0)T a
(0,0,1)T (objem krychle je 1) a zobrazi ji na ¢tverec dany vektory (1,0,0)" a
(0,1,0)T. Vzhledem k tomu, Ze obraz zobrazeni je podprostor R3, ziskavame
2D utvar a jeho objem je tedy roven 0. Ocekavame tedy, ze determinant
bude nulovy.

Vypocéteme determinant z definice, nasledovné:

det(F) = Fi1FooFs 3+ FioFs3F51 + Fi3F5 1 F5 9
— Fi1Fo3Fs0 — Fi ol 1 F33 — Fi3Fs0F5,
=1-1-04+0-0-0+0-0-0-1-0-0—-0-0-0—-0-1-0
=0.
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Cv. 6.2 Pomoci adjungované matice najdéte matici inverzni (pokud existuje) k nasledu-
jici matici nad télesem realnych ¢isel i nad télesem Zs:

1 01
A=1-2 10
0 11

Reseni:

Adjungovana matice ma slozky: (adj(A));; = (—1)"t7]A%"|, kde A% je matice
vznikla odstranénim j-tého radku a i-tého sloupce z matice A (Pozor, vSimnéte
si prohozeni index!).

Inverze se spocita: A~! = ﬁ adj(A).

Nad R pocitame adjungovanou matici nasledovné. Nejprve spocteme determi-
nanty podmatic:

1,1 o 1 O .
det(A") = det <1 1> =1,

2,1\ _ O 1 _
det(A™") = det 1 1> = -1,

3,1 o O 1 _
det(A™") = det L o) = 1,

1,2\ _ —2 0 _
det(A?) = det 0 1) = -2,

det(A*?) = det
det(A*?) = det
det(A"?) = det
det(A*?) = det

det(A*?) = det

~ N~ N7 N7 N7 N7 N -7 NN
—_

Dostavame adjungovanou matici:

adj(A) = [ (=1) - (-2) | (-D-2]=]2 1 =2

Nyni spocteme determinant matice A. Vyuzije rozvoje podle fadku a determi-
nanti jiz spo¢tenych vyse. Dostdvame

det(A) = 1-det(A™) +0-det(A™?) +1-det(A™) =1-2=—1
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Kone¢né adjungovanou matici vynésobime m = —1 a ziskdAme inverzni matici:
-1 -1 1
At=-—2 -1 2
2 1 -1

Obdobné miizeme pocitat nad Zs, pouze vSechny kroky proviadime modulo 5.

114 4 41
Al=—1=4, adj(A)=1[2 1 3], A'=[3 4 2
3 41 2 1 4

Cv. 6.3 Rozhodnéte, pro které hodnoty parametru a € R je nasledujici matice regularni:

2a 3 -1
A= 5—-a -1 -2
243a 2 4

Reseni:
Vyuzijeme Kritérium regularity, které rika, ze A je regularni préavé tehdy, kdyz
det(A) # 0. Spo¢teme determinant:

2a 3 -1

det(A) =det | 5—a -1 -2
243a 2 4

—-1 =2 S5—a —2 5—a —1
:2adet(2 4>—3det(2+3a 4>—1det(2+3a 2)
=2a(—4+4)-3(5—-—a)d—(-2)(2+4+3a)) — ((b—a)2— (—1)(2+ 3a))
= 35a — 84.

84 1

Dostéavame tedy, Ze A je singularni pravé tehdy, kdyz a = 52 = .

Cv. 6.4 Reste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

2 1 3|7
Alb)=| -1 1 -2|-6
3 -1 3|10

Reseni:
Nejprve pomoci Gaussovy eliminace spo¢teme determinant A.
2 1 3 -1 1 =2 -1 1 =2
det(A)=det | -1 1 2] =—-det| 2 1 3 |=—det| 0 3 —1
3 -1 3 3 -1 3 0 2 -3
-1 1 =2 1 -1 1 =2
=——det| 0 3 -1|=—=det| 0 3 -1
0 6 —9 0 0 -7
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Nyni spoc¢teme determinanty matic, kde postupné nahrazujeme prvni, druhy a
tfeti sloupec pravou stranou rovnice.

1) Dopo¢itame prvni slozku vysledného vektoru (nahrazujeme prvni sloupec):

7 1 3
det { -6 1 -2

10 -1 3

-6 -2 7 3
_ (_1\1+2 _1)\242 .
=(-1) 1det(10 3)+( 1) 1det<10 3)
342 7 3 )
+(=1)°" - (=1) det 6 -9 (Rozvoj dle 2. sloupce)

=(-1)(=6-3—(-=2)-10) 4+ (7-3—3-10) +(7-(—2) — 3 - (—6))
=—(—184+20)+ (21 -30) + (-14+18) = —2—-9+4= -7

Dostavame z; = :—; =1.

2) Dopocitame druhou slozku vysledného vektoru (nahrazujeme druhy sloupec):

2 7 3 -1 —6 -2 -1 -6 -2
det{ -1 -6 -2 =det—| 2 7 3 |=det—| 0 -5 -1
3 10 3 3 10 3 0 -8 =3
1 -1 —6 -2 1 -1 -6 -2
0 40 15 o o0 7
Dostévame x4 = }7 = —1.

3) Dopocitame tieti slozku vysledného vektoru (nahrazujeme tieti sloupec):

2 1 7 -1 1 -6 —-11 -6
det | -1 1 —6]=—det| 2 1 7 |=—det| 0 3 =5
3 —1 10 3 —1 10 0 2 -8
—-11 -6 —-11 -6
=—det{ 0 3 =5 | =—=det| 0 3 -5 | =-14
0 6 —24 0 0 —-14
Dostavame x5 = 1—17‘1 = 2.

Zéavér: Resenim soustavy je vektor z = (1, —1,2)7.
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