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9. Vlastni c¢isla — Jordanova normalni forma a
symetrické matice

Cv. 9.1 Matici B prevedte do Jordanova normalniho tvaru a urcete vlastni vektory, popf.
zobecnéné vlastni vektory.

1 1
B=10 1
-1 0

w o =

Reseni:

Ne vSechny matice jsou diagonalizovatelné, napiiklad matice B. VSechny matice
jsou ale podobné matici v Jordanové normalnim tvaru. Ten si nyni pro matici B
spocteme.

Hledame tedy regularni matici S a matici v Jordanové normalnim tvaru J takové,
7e B = SJS™!. Zacneme stejné, jako kdybychom chtéli ovéiit, zda je matice di-
agonalizovatelna, tedy spoc¢teme vlastni ¢isla a vlastni vektory. Charakteristicky
polynom vypada:

1-x 1 1
psN = 0 1-x 0 |=01-)N2-N
~1 0 3-2X

Vlastni ¢isla jsou tedy A\ = 2 a Ay = 1. Jadro matice (B — 2I) ma dimenzi 1,
konkrétné Ker(B — 21) = span{(1,0,1)7}. Vlastni &slo A = 2 m4 algebraickou
nasobnost 2 (je dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu), ale jeho
geometrickd nasobnost je rovna 1 (pfislusi mu pouze jeden vlastni vektor). Matice
B tudiz nemé 3 linearné nezavislé vlastni vektory.

Pristoupime tedy k vypoctu zobecnénych vlastnich vektori pro vlastni ¢islo A;.
Spocteme Ker ((B — 21)?) = span {(1,0,0)7, (0,0, 1)" }. Nynf zvolime zobecnény
vlastni vektor zo z Ker((B — 2I)?) \ Ker(B — 2I), napriklad x5 = (0,0,1)T.
Dopocteme vlastni vektor xq,

x1 = (B —2[)xy = (1,0,1)7.

Soustava (A — 17)x = 0 ma Fedeni span{(2, —1,1)T}. Ziskdvime hledanou ma-

tici S.
1 0 2
S=10 0 -1
1 1 1
Také vypocteme jejf inverzi S—1
1 2 0
St=1-1 -1 1
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Matici B lze nyni zapsat pomoci Jordanova norméalntho tvaru napft. jako

1 11 1 0 2 210 1 2 0
B=10 10|=100 -1 020 -1 -1 1| =85Js
-1 0 3 11 1 0 01 0 -1 0

Cv. 9.2 Spoctéte druhou, tfeti a 11. mocninu matice B z predchoziho prikladu

1
B=10
-1

O = =

1
0
3

Reseni:

Vyuzijeme Jordanova normaéalniho tvaru spocteného v predchozim ptikladé. Do-
stavame B? = (SJS™1)(SJS™) = SJ2S~!. Obdobng B? = SJ3S~!. Chceme
tedy spocitat druhou a tfeti mocninu matice J.

Spoétéme J?:

210 210 4 4 0
JP=10 20|02 0|=[040
0 01 001 0 01
Potom druha mocnina B je rovna:
1 0 2 4 4 0 1 2 0 0 2 4
B*=S5J*S"'=100 -1]|0 4 0|(-1 -1 1)=|0 1 0
11 1 0 01 0 -1 0 -4 -1 8
Obdobné spoctéme J3:
210 4 40 8§ 12 0
JP=10 2 0|0 4 0|]=[0 8 0
0 01 0 0 1 0 0 1
A tfeti mocnina B je rovna:
10 2 8§ 12 0 1 2 0 -4 2 12
B*=§5Jst'=100-1]10 8 0)J|-1-11]=[0 1 0
11 1 0 0 1 0 -1 0 —12 -5 20

V8imnéte si, Ze i mocnéni matice v Jordanové norméalnim tvaru je jednodussi nez
pro obecné matice. Pfi mocnéni nedochazi ke zméné mimo jednotlivé Jordanovy
buiiky (neboli nuly mimo Jordanovy buiniky zustavaji zachovéany).

Nakonec stejnym zpiisobem spoc¢teme 11. mocninu.
211 11.210 2048 11264 0

0
JY=10 ot 0| = 0 2048 0
0 0 1 0 0 1
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Cv. 9.3

Cv. 94

Odtud 11. mocnina B je rovna:

10 2 2048 11264 0 1 2 0
Blt=g5gJ%st=(0 0 -1 0 2048 0 -1 -1 1
11 1 0 0o 1 0 -1 0
—9216 —T7170 11264
= 0 1 0

—11264 —9217 13312

Najdéte matici A jejiz vlastni ¢isla jsou \y = 2 a Ay = 3 a piislusné vlastni
vektory jsou z; = (1,2)T a zy = (2,5)T.

Reseni:
JelikoZ jsou vlastni vektory nezavislé, vime, Ze A je diagonalizovatelna. Kon-

krétné A lze rozlozit na soucin SDS™, kde sloupce S jsou vlastni vektory a D
mé na diagonale vlastni ¢isla. Tedy dostavame

() o)

Spocteme inverzni matici k matici .S:

Nyni mtuzeme dopocitat matici A:

amsos = (G (G ) -G

Matici B prevedte do Jordanova norméalniho tvaru a urcete vlastni, popft. zobec-
néné vlastni vektory.
1 =1 0
B=|-1 4 -1
-4 13 -3

Reseni:

Vlastnimu ¢islu Ay = 0 odpovida vlastni vektor (1,1,3)” a dvojnasobnému vlast-
nimu &slu Ay = A3 = 1 odpovida vlastni vektor (—1,0,1)7 a zobecnény vlastni
vektor (3,1,0)7. Tudiz

1 3\ /0 0 0 1 -3 1
B=SJSt=11 0 1 011 -3 9 -2
3 1 0/ \0o 01 -1 4 -1
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Cv. 9.5 Spoctéte druhou, tfeti, 100. a k-tou mocninu matice z predchoziho piikladu.

1 -1 0
B=|-1 4 -1
—4 13 =3
Reseni
000 2 -5 1
JP=101 2|, B*=|-1 4 -1,
00 1 -5 17 —4
000 3 -9 2
J=1013|, B=|-1 4 -1|,
00 1 —6 21 —5
00 0 100 —397 99
JW—10 1 10], B™=| -1 4 -1 |,
00 1 —103 409 —102
000 k 3—4k —1+k
J =10 1 k|, Bf= —1 4 -1
00 1 —3—k 944k —2—k
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