
(9b) Jordanova normálńı forma, Symetrické matice

Př́ıklad 9b.1. Najděte všechny možné Jordanovy normálńı formy pro matici s charakteris-
tickým polynomem (λ− 1)3(λ+ 2).

Řešeńı:
Kořeny charakteristického polynomu, a tedy i vlastńımi č́ısly př́ıslušné matice,
jsou hodnoty λ = 1 (s algebraickou násobnost́ı 3) a λ = −2 (s násobnost́ı 1).
Také vid́ıme, že stupeň charakteristického polynomu je 4, uvažujeme tedy matici
a Jordanovu normálńı formu řádu 4.

Pro vlastńı č́ıslo −2 existuje pouze jeden vlastńı vektor (až na násobek), kterému
odpov́ıdá jedna Jordanova buňka J1(−2). Pro vlastńı č́ıslo 1 můžou existovat
až 3 lineárně nezávislé vlastńı vektory. V př́ıpadě 1 vlastńıho vektoru dostaneme
jednu buňku J3(1), pro dva vlastńı vektory máme dvě Jordanovy buňky, které
nutně muśı být J2(1), J1(1) a pro tři vlastńı vektory máme tři buňky J1(1).

Pro matici s daným charakteristickým polynomem tedy existuj́ı tři možné Jor-
danovy normálńı formy (až na pořad́ı buněk):

−2 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,


−2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,


−2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Př́ıklad 9b.2. Určete, kolik je tř́ıd ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice řádu 4 s vlastńım č́ıslem 7,

(b) matice řádu 3 s vlastńımi č́ısly 5 a 7,

(c) matice řádu 4 s vlastńımi č́ısly 5 a 7.

Řešeńı:
Budeme uvažovat Jordanovy normálńı formy jako reprezentanty jednotlivých
tř́ıd ekvivalence, jelikož každá matice je podobná nějaké matici v JNF.

(a) V tomto př́ıpadě má vlastńı č́ıslo 7 algebraickou násobnost 4, může tedy mı́t
až 4 odpov́ıdaj́ıćı lineárně nezávislé vlastńı vektory. Podle počtu vlastńıch
vektor̊u může mı́t JNF: jednu buňku J4(7), dvě buňky J1(7), J3(7) nebo
J2(7), J2(7), tři buňky J1(7), J1(7), J2(7), nebo 4 stejné buňky J1(7). Celkem
tedy existuje 5 tř́ıd ekvivalence.

(b) Uvažované matice maj́ı jedno dvojnásobné vlastńı č́ıslo a jedno vlastńı č́ıslo
s násobnost́ı 1. Pro dvojnásobné vlastńı č́ıslo máme jeden nebo dva vlastńı
vektory. Celkem tedy existujou 4 tř́ıdy ekvivalence s reprezentanty5 0 0

0 7 0
0 0 7

 ,

5 0 0
0 7 1
0 0 7

 ,

5 0 0
0 5 0
0 0 7

 ,

5 1 0
0 5 0
0 0 7

 .
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(c) Pro algebraickou násobnost vlastńıch č́ısel 5 a 7 máme možnosti: 1+3, 2+2,
nebo 3 + 1. Vlastńı č́ıslo s násobnost́ı 1 má 1 vlastńı vektor, dvojnásobné
vlastńı č́ıslo 1 nebo 2 vlastńı vektory a trojnásobné vlastńı č́ıslo až 3 vlastńı
vektory. Celkem tedy existuje 1 · 3 + 2 · 2 + 3 · 1 = 10 tř́ıd ekvivalence.

Př́ıklad 9b.3. Najděte Jordanovu normálńı formu matic

a) A =

2 0 1
0 6 2
0 0 2

 , b) B =

2 2 1
0 6 2
0 0 2

 .

Řešeńı:
Obě matice jsou trojúhelńıkové, vlastńımi č́ısly jsou tedy př́ımo prvky na dia-
gonále. Vid́ıme, že matice maj́ı dvojnásobné vlastńı č́ıslo 2 a vlastńı č́ıslo 6 s
algebraickou násobnost́ı 1. Součet velikost́ı Jordanových buněk pro 2 tedy bude
v obou př́ıpadech 2, pro vlastńı č́ıslo 6 máme pouze buňku J1(6).

(a) Výpočtem zjist́ıme, že rank(A − 2I3) = 2, tedy geometrická násobnost
vlastńıho č́ısla 2 je 3 − 2 = 1 (máme jeden př́ıslušný vlastńı vektor). Jor-
danova normálńı forma této matice proto obsahuje jednu buňku J2(2) pro
vlastńı č́ıslo 2. Dostáváme tvar:2 1 0

0 2 0
0 0 6

 .

(b) Výpočtem zjist́ıme, že rank(B− 2I3) = 1, geometrická násobnost vlastńıho
č́ısla 2 je v tomto př́ıpadě 3 − 1 = 2. Jordanova normálńı forma obsahuje
dvě buňky J1(2) a je to diagonálńı matice2 0 0

0 2 0
0 0 6

 .

Př́ıklad 9b.4. Najděte spektrálńı rozklad ve tvaru QΛQT (pro Q ortogonálńı a Λ diagonálńı)
symetrických matic

a) A =

(
3 1
1 3

)
, b) B =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 .

Řešeńı:
Nejprve spoč́ıtáme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic. Následně vlastńı vek-
tory znormujeme na jednotkovou velikost, v př́ıpadě v́ıce vlastńıch vektor̊u od-
pov́ıdaj́ıćıch stejnému vlastńımu č́ıslu je také ortogonalizujeme.

(a) Vlastńı č́ısla matice jsou kořeny pA(λ) = det(A−λI2) = (λ−2)(λ−4), tedy
λ1 = 2 a λ2 = 4. Př́ıslušné vlastńı vektory matice A jsou x1 = (−1, 1) ∈
Ker(A− 2I2) a x2 = (1, 1) ∈ Ker(A− 4I2).
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Jelikož se jedná o vlastńı vektory pro r̊uzná vlastńı č́ısla, jsou na sebe kolmé,
stač́ı je proto znormovat: q1 = 1√

2
x1, q2 = 1√

2
x2. Źıskáváme spektrálńı

rozklad s maticemi

Q =
1√
2

(
−1 1
1 1

)
, Λ =

(
2 0
0 4

)
.

(b) Matice má charakteristický polynom pB(λ) = det(B−λI3) = (2−λ)(λ+1)2

a vlastńı č́ısla λ1 = 2, λ2 = λ3 = −1. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou
např. x1 = (1, 1, 1) ∈ Ker(B − 2I3), x2 = (−1, 0, 1) ∈ Ker(B + 1I3) a
x3 = (−1, 1, 0) ∈ Ker(B + 1I3). Vektor x1 je kolmý na x2 a x3, ale vektory
x2 a x3 na sebe navzájem kolmé nejsou.

Znormováńım vektoru x1 dostaneme vektor q1 = 1√
3
x1, podobně pro x2

dostaneme q2 = 1√
2
x2. K nakolmeńı vektoru x3 v̊uči x2 můžeme využ́ıt

Gramovu–Schmidtovu ortogonalizaci:

y3 = x3 − 〈x3, q2〉q2 =

(
−1

2
, 1,−1

2

)
, q3 =

√
2

3
y3.

Dostaneme tedy spektrálńı rozklad s maticemi

Q =


1√
3
− 1√

2
− 1√

6

1√
3

0
√
2√
3

1√
3

1√
2
− 1√

6

 , Λ =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Př́ıklad 9b.5. Ukažte, že rozklad A = QΛQT , kde Λ je diagonálńı a Q ortogonálńı, existuje
pouze pro symetrické matice.

Řešeńı:
Mějme matici A, pro kterou rozklad A = QΛQT existuje. Chceme dokázat, že
taková maticeA nutně muśı být symetrická, tedy že plat́ı AT = A. Z uvažovaného
rozkladu a z vlastnost́ı transpozice dostaneme

AT = (QΛQT )T = (QT )TΛTQT = QΛQT = A.
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