Priklad 9b.1.

Priklad 9b.2.

(9b) Jordanova normadlni forma, Symetrické matice

Najdéte vSsechny mozné Jordanovy normalni formy pro matici s charakteris-
tickym polynomem (A — 1)3(\ + 2).

Reseni:
Koteny charakteristického polynomu, a tedy i vlastnimi ¢isly ptislusné matice,
jsou hodnoty A = 1 (s algebraickou nésobnosti 3) a A = —2 (s ndsobnosti 1).

Také vidime, Ze stupen charakteristického polynomu je 4, uvazujeme tedy matici
a Jordanovu normalni formu fadu 4.

Pro vlastni ¢islo —2 existuje pouze jeden vlastni vektor (az na ndsobek), kterému
odpovidé jedna Jordanova bunka J;(—2). Pro vlastni ¢islo 1 muzou existovat
az 3 linearné nezavislé vlastni vektory. V piipadé 1 vlastniho vektoru dostaneme
jednu bunku J;(1), pro dva vlastni vektory méme dvé Jordanovy bunky, které
nutné musi byt Jo(1), Ji(1) a pro tii vlastni vektory mame t¥i bunky J;(1).

Pro matici s danym charakteristickym polynomem tedy existuji tfi mozné Jor-
danovy normdlni formy (az na poradi bunék):
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Urcete, kolik je tiid ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice fadu 4 s vlastnim ¢islem 7,
(b) matice fadu 3 s vlastnimi ¢isly 5 a 7,

(c¢) matice fadu 4 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.

Reseni:
Budeme uvazovat Jordanovy normalni formy jako reprezentanty jednotlivych
trid ekvivalence, jelikoz kazda matice je podobnd néjaké matici v JNF.

(a) V tomto pripadé ma vlastni ¢islo 7 algebraickou nasobnost 4, muze tedy mit
az 4 odpovidajici linedrné nezavislé vlastni vektory. Podle poctu vlastnich
vektoru muze mit JNF: jednu bunku Jy(7), dvé bunky Jy(7), J5(7) nebo
Jo(7), Jo(7), tii bunky Jy(7), J1(7), J2(7), nebo 4 stejné bunky J; (7). Celkem

tedy existuje 5 ttid ekvivalence.

(b) Uvazované matice maji jedno dvojnasobné vlastni ¢islo a jedno vlastni ¢islo
s nasobnosti 1. Pro dvojnasobné vlastni ¢islo méame jeden nebo dva vlastni
vektory. Celkem tedy existujou 4 tiidy ekvivalence s reprezentanty
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(¢) Pro algebraickou nasobnost vlastnich éisel 5 a 7 mame moznosti: 143, 2+ 2,
nebo 3 + 1. Vlastni ¢islo s nasobnosti 1 ma 1 vlastni vektor, dvojnasobné
vlastni ¢islo 1 nebo 2 vlastni vektory a trojnésobné vlastni ¢islo az 3 vlastni
vektory. Celkem tedy existuje 1-3+2-24 3 -1 = 10 t¥id ekvivalence.

Piiklad 9b.3. Najdéte Jordanovu normalni formu matic

a) A= b) B =

S O N
o o O
N DN
S O N
S O N
N N

Reseni:

Obé matice jsou trojuhelnikové, vlastnimi cisly jsou tedy pfimo prvky na dia-
gonale. Vidime, Zze matice maji dvojnasobné vlastni ¢islo 2 a vlastni ¢islo 6 s
algebraickou nasobnosti 1. Soucet velikosti Jordanovych bunék pro 2 tedy bude
v obou piipadech 2, pro vlastni ¢islo 6 mame pouze buiiku J;(6).

(a) Vypoctem zjistime, ze rank(A — 2I3) = 2, tedy geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla 2 je 3 — 2 = 1 (mdme jeden piislusny vlastni vektor). Jor-
danova normélni forma této matice proto obsahuje jednu buriku J5(2) pro
vlastni ¢islo 2. Dostavame tvar:
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(b) Vypoctem zjistime, ze rank(B — 2[3) = 1, geometrickd nésobnost vlastniho
¢isla 2 je v tomto pripadé 3 — 1 = 2. Jordanova normalni forma obsahuje
dvé burnky J;(2) a je to diagonélni matice
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Priklad 9b.4. Najdéte spektralni rozklad ve tvaru QAQT (pro @ ortogonalni a A diagonélni)
symetrickych matic
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Reseni:

Nejprve spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory matic. Néasledné vlastni vek-
tory znormujeme na jednotkovou velikost, v ptipadé vice vlastnich vektoru od-
povidajicich stejnému vlastnimu ¢islu je také ortogonalizujeme.

(a) Vlastni ¢isla matice jsou kofeny pa(A) = det(A—Al3) = (A—=2)(A—
A1 = 2 a Ay = 4. Prislugné vlastni vektory matice A jsou z; = (—
Ker(A — 2]2) a Ty = (1, 1) S Ker(A 4]2)
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Jelikoz se jednd o vlastni vektory pro ruznd vlastni ¢isla, jsou na sebe kolmé,

staci je proto znormovat: ¢; = \%xl, Qo = \/Lifﬂg. Ziskavame spektralni
rozklad s maticemi
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(b) Matice m4 charakteristicky polynom pp(\) = det(B—\I3) = (2—\)(A+1)?
a vlastni ¢isla \; = 2, Ay = A3 = —1. Odpovidajici vlastni vektory jsou
napt. ;7 = (1,1,1) € Ker(B — 2I3), zo = (—1,0,1) € Ker(B + 113) a
zr3 = (—1,1,0) € Ker(B + 113). Vektor z; je kolmy na x5 a x3, ale vektory
T9 a 3 na sebe navzajem kolmé nejsou.

Znormovanim vektoru x; dostaneme vektor ¢ = \%:pl, podobné pro x,
dostaneme ¢ = %1'2. K nakolmeni vektoru x3 vuci zo muzeme vyuzit

Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci:
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Dostaneme tedy spektralni rozklad s maticemi
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Piiklad 9b.5. Ukaite, 7e rozklad A = QAQT, kde A je diagondlni a @ ortogonalni, existuje
pouze pro symetrické matice.
Reseni:
Méjme matici A, pro kterou rozklad A = QAQT existuje. Chceme dokdzat, ze

takova matice A nutné musi byt symetrické, tedy ze plati AT = A. Z uvazovaného
rozkladu a z vlastnosti transpozice dostaneme

AT = (QAQT)T = (QT)TATQT = QAQ" = A.



