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10. Vlastni c¢isla — Markovovy retézce a metody
vypoctu

Cv. 10.1 Ve mésté Matfyzakové funguji tii lokalni politické strany, a to Anarchisté (A),
Blahovi (B) a Cilevédomi (C). Volby se Fidi nasledujicim pravidlem: Z voli¢t
strany A voli opét tuto stranu 75% jejich voli¢u, ale k B piejde 5% a k C
dokonce 20 %. Z voli¢it B prejde k A rovnych 20% a k C také 20 %. Nakonec,
z voli¢t C zustane jen 80 %, zbytek se rovhomérné rozdéli mezi A a B. Jaké bude
rozdéleni podpory stran v mistnim zastupitelstvu za delsi ¢asovy horizont?

Reseni:
Pravidla pro volby v Matfyzékoveé ilustruje nasledujici diagram:

0,20
/\
0,75 A 0.05 B 0,60
w
0,10 0,20
0,20 0,10
C
9,
0,30

Vrcholy grafu reprezentuji stavy (volené politické strany) a hrany prechody mezi
danymi stavy, tedy pfesuny voli¢li mezi témito stranami. Pro vypocet vysledného
rozdéleni sestavime prechodovou matici P, kde p;; reprezentuje pravdépodobnost
prechodu ze stavu j do stavu :

0,75 0,20 0,10
P=|005 060 0,10
0,20 0,20 0,80

Prvni sloupec matice P tedy reprezentuje pravdépodobnost pfechodu ze stavu
A do stavu A (75 % voli¢i opét voli stranu Anarchistii), do stavu B (5% bude
volit stranu Blahovych) a do stavu C (20 % voli Cilevédomé).

Pokud je po¢ateéni rozlozeni sil dano stavovym vektorem x, € R3, vyvoj situace
v Gase popisuji stavy xg, Pxo, P2z, ..., P¥xq, kde P®x, oznacuje limj_,., P*
(pokud existuje).

Diagonalizaci matice P dostaneme

1 0 0 2 -2 -1
P=S 1006 0 |S ' kdeS =13 1 1],
0 0 055 1 1 0
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a tedy

1

o O =
o O O
o O O
W = N
W = N
W = N

Limitni stav odpovida vektoru P*z¢ = £(2e’xo, e’ z, 3¢’ ), rozlozeni podpory
stran se tedy ustali v poméru 2 :1: 3.

Jelikoz je matice P kladna, vysledné rozlozeni odpovidé slozkam vlastniho vek-
toru v = S,q, ktery piislusi vlastnimu ¢islu 1. Hledany pomér tedy mizeme také
pfimo najit jako slozky kladného vektoru v € Ker(P — 1 - I3).

Cv. 10.2 Dokazte ¢ast Perronovy véty: Pro kazdé A > 0 vime, ze p(A) je vlastnim ¢&is-
lem nasobnosti 1 a pfislusi mu kladny vlastni vektor (pfipomenme, ze p(A) znaci
spektralni polomér matice A, tedy max;, |A;|). Dokazte, Ze zddnému jinému vlast-
nimu ¢islu neptislusi nezaporny vlastni vektor.

Reseni:

Oznacme A\; = p(A) a necht A\, je vlastni ¢islo matice A s odpovidajicim neza-
pornym vlastnim vektorem w > 0. Matice A” je zjevné také kladna a ma stejna
vlastni ¢isla, tudiz pro A\; muzeme najit piislusny kladny vlastni vektor v > 0
matice AT.

Uvazujme vyraz v! Aw; jelikoz je w vlastnim vektorem matice A s vlastnim
¢islem Aq, plati

v A w = vl (A w) = v (\w) = Ao w.

Zéaroveil je v vlastnim vektorem matice AT, ktery piislusi vlastnimu &islu ;.
Plati tedy ATv = \jv, neboli v A = \jvT, z ¢ehoz dostavame

vTAw= (" Aw = (A\oD)w = Ao w.
Odvodili jsme tedy vztah A\jvTw = A\vTw. Z piedpokladii v > 0, w > 0 (aw # 0,
z definice vlastniho vektoru) lze déle snadno nahlédnout, Ze plati vTw > 0, a

tedy )\1 = )\2.

Cv. 10.3 Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
A_—10—10
0O 5 0 0

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dveé realné vlastni ¢isla.

Reseni:
Dle véty o Gerschgorinovych discich vime, ze kazdé vlastni ¢islo matice A lezi
v kruhu B(¢;, 1) o stiedu ¢; = a;; a poloméru r; = Z#imij‘ pro né&jaké i €
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{1,...,4}. Pro zadanou matici A dostavame nasledujici kruhy (viz také obrazek
nize):
c1=an =1, 1 = |aia| + |ays| + |aws| = [0] + [=2] + |0] = 2,
Cy = A = 12, T = |ag| + |ags| + |aza| = [0] + [0] + [—4| = 4,
c3 = ag3 = —1, r3 = |as1| + |ass| + |ass| = [=1| +[0] + |0] = 1,
cy = agy =0, T4 = |aq| + |as| + |ass| = [0] + [5] + [0] = 5.
Im
6
4
3

2 /\
A2 A A
1 23 4 Re

01 2 4 6 7 91_01112131415 617

Navic vime, Ze kazda komponenta souvislosti obsahuje tolik vlastnich ¢isel, z ko-
lika kruht dana komponenta vznikla. V kruhu B(ey,74) = B(0,5) tedy lezi 3
vlastni ¢isla A1, Ao, A3 matice A a v kruhu B(cg,r2) = B(12,4) jedno vlastni
¢islo Ay4.

Komplexni vlastni ¢isla realné matice mizeme sparovat do dvojic navzajem kom-
plexné sdruzenych ¢isel, vlastni ¢islo Ay proto musi byt realné (jinak by v kruhu
B(12,4) muselo lezet i vlastni ¢islo A4). V kruhu B(0, 5) lezi 3 vlastni &isla, aspoit
jedno z nich musi byt také realné. Nahlédli jsme tedy, Ze matice A méa alespon
2 realna vlastni ¢isla. Vypoc¢tem muzeme zjistit, ze vlastni ¢isla matice A jsou

M =—V3, A=V3 \3=2a\ = 10.

Cv. 10.4 Aplikujte vétu o deflaci (nejvétsiho) vlastniho ¢isla na matici

121 2
21 21
A=1791 9
21 21

Reseni:
Vypoctem zjistime, Ze matice A méa vlastni ¢isla 6, 0 (dvojnésobné) a —2.
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Nejvétsimu vlastnimu ¢éislu Ay = 6 odpovidé znormovany vlastni vektor v; =

5(1,1,1,1)". Deflaci dostaneme matici

121 2 1
2 1 2 1 1] 1
/—_ T: — 0 -+« — DR
A=A — oy L 91 9|6 ) 2(1111)
2 1 2 1 1
-1 1 -1 1

O R S R |

211 -1 1
1 -1 1 -1
Matice A" mé vlastni ¢isla 0 (trojnasobné) a —2 a stejné vlastni vektory jako

matice A. Deflace tedy zpisobila zménu vlastniho ¢isla \; = 6 na \| = 0.

Cv. 10.5 Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro ne-
zapornou matici. Konkrétné, najdéte takovou matici A > 0, ze plati postupné
vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicendsobné vlastni ¢islo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |\ = p(A).
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Cv. 10.6 Difuze lécebné latky mezi dvéma buikami probiha podle pravidla: 50 % latky
z prvini bunky prejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé buiiky piejde do
prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky ustali?

Reseni:
Sestrojte prechodovou matici A pro presun latky mezi buitkami a spocitejte vek-

tor A®xq reprezentujici limitni stav (muZete vyuzit fakt, Ze prechodova matice
je kladna). Mnozstvi latky v buiikdch se ustali v poméru 1 : 2.

Cv. 10.7 Pomoci Gerschgorinovych diskt rozhodnéte, zda je néasledujici matice regularni:

10 -1 5 2
2 =7 1 2
0 3 -5 1
2 -1 3 7

Reseni:
Uréime Gerschgorinovy disky a zjistime, zda matice miize mit vlastni ¢islo A = 0.
Vlastni ¢islo A = 0 nemuze lezet v zddném z diskl, matice je proto regulérni.
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