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11. Positivné (semi-)definitni matice

Cv. 11.1 Otestujte positivni definitnost matice

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

pomoci:

(a)
(b)
()

rekuretniho vzorce,
Sylvestrova pravidla,

Gaussovy eliminace.

Resendi:

(a)

Rekurentni vzorec nam 1ika, ze symetrick&d matice

T
a a
a A
je positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a matice A-— éaaT positivné
definitni. Aplikaci dostavame matici mensi dimenze

~ 1 4, 10 1\ 1 /-2 101\ 1/4 -8 9 3
A-gua = (1 6)_1 ( 4 ) (=2.4) = (1 6)‘1 <—8 4 > = (3 5)'
Oznaéme B = A — éaaT a aplikujme vzorec jesté jednou. Dostavame B—

%bbT = 5— £3-3" = 4. Pro matici v prostoru R"*! vime, Ze je positivng
definitni pravé tehdy, kdyz je kladna, coz zfejmé hodnota 4 splhuje.

Staci nam zkontrolovat, ze determinanty vSech hlavnich vedoucich podma-
tic jsou kladné. To jsou matice, ktera vzniknout z matice A vyskrtnutim
poslednich n—i fadki pro¢ = 1, ..., n. Musime proto spocitat determinanty
nésledujicich matic, které odpovidaji hlavnim vedoucim podmaticim:

4 -2 —4
(4), (_42 Ig) -2 10 1
4 1 6

Tém odpovidaji popofadé kladné hodnoty 4, 36, 36, tedy matice A je posi-
tivné definitni.

P1i provadéni Gaussovy eliminace musime mit na paméti, Zze mame povo-
lenou pouze operaci pri¢itani o nasobku tadku k tddku pod nim. Divod
najdeme v dikazu piislusného tvrzeni, ze kterého je ziejmé, ze vyuzivame
vlastnosti rekurentniho vzorce. Pokud nejprve odec¢teme prislusné nasobky
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prvniho fadku od ostatnich a nésledné nasobek druhého od tietiho fadku,
dostavame matici

4 -2 4
0 9 2

4
0 0 4

Ta méa kladnou diagonalu, tedy se jedna o positivné definitni matici.

Cv. 11.2 Otestujte positivni semidefinitnost resp. positivni definitnost nasledujicich matic
pomoci vlastnich ¢isel:

o=}
we-( )
0o}

Resendi:

(a) Pro vypocet vlastnich ¢isel vyuZijeme vztahit AiAy = det(B) a Ay + Ay =
trace(B) z tvrzeni 10.12. Dostavame A Ay = 0 a A\; + Ay = 2. ReSenim je
tedy dvojice 0,2. Podle véty 10.8 je matice B positivné semidefinitni.

(b) Stejnym postupem jako v predchozi varianté dostavame vlastni ¢isla —1, 3.
Matice C' je tedy tzv. indiferentni.

(c) Vlastni ¢isla jsou 3,1, tedy podle véty 11.7 je matice positivné definitni.

Cv. 11.3 Ukazte, ze A € R™" je symetricka positivné definitni pravé tehdy, kdyz zobrazeni
(z,y)a = 2T Ay predstavuje skalarni soucin.

Reseni:
Ukézeme nejprve, ze pro A symetrickou positivné definitni matici je zobrazeni
(x,9) 4 = 2T Ay skalarni soucin:

e Positivni definitnost (z,y)4 dostavame z positivni definitnosti A, protoze
(x,y)4 = 2T Ax > 0 a rovnost nastava pravé pro z = 0.

e Symetrii dostdvame taktéZ ze symetrie A, plati totiz (xv,y)a = 2T Ay =
yTATx = yT Az = (x,y) 4. Druha rovnost plati proto, Ze transpozice reél-
ného ¢isla je rovna &slu samotnému (tj. 27 Az = (27 Ax)T). Treti rovnost
plati pravé diky symetrii matice A.

e Linearita plyne z faktu, Ze matice A a maticové nasobeni reprezentuji line-
arni zobrazeni, tedy

<.’L‘ + y7Z>A = (SL’ + y>TAZ = .CL’TAZ + yTAZ = <x>Z>A + <y7Z>A

a zaroven
(ax,y)a = (az)" Ay = az” Ay) = a(z,y) a.
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Pri dikazu opacnym smérem je tfeba ukéizat symetrii a positivni definitnost
matice A:

e Protoze je skalarni soucin symetricky, plati 27 Ay = y? Az. ProtoZe vy-
raz 7 Ay je redlné &islo, aplikaci transpozice dostdvame to samé &islo,
tedy 2T Ay = (2T Ay)T = yT ATz. Kombinaci obou rovnosti dostédvame,
7e y' ATow = yT Az a tedy A = AT

e Positivni definitnost plyne z trividlné z vlastnosti 27 Az = (x,2) 4 > 0, kde
rovnost nastane pro x = 0.

r=(%5)

je symetricka positivné definitni, a to pomoci tvrzeni z pfedchozi tlohy.

Cv. 11.4 Ukazte, Ze matice

Reseni:

Aby F byla positivné definitni, musi zobrazeni (x,y)r = 27 Fy byt skalarni
soucin. Roznasobme tedy vyraz zT F'y pro obecné vektory z = (xy,25)" ay =
(y1,92)T. Dostavame

z" Fy = 2xyy1 — 210 — Tay1 + 2350,
e Positivni definitnost plati, protoze

(x,7)p = 202 — 2129 — Toxy + 223 = 2(27 — 179 + 13)
=2((z1 — J22)* + 223) > 0.

Rovnost dostéavame, pokud (z; — %x2)2 + %x% = 0. Protoze se jedna o soucet
dvou druhych mocnin, rovnost nastava pravé tehdy, pokud jsou obé druhé
mocniny nulové, tedy pravé tehdy, kdyz (z; — 322)* = 0 a 223 = 0. Z druhé
rovnosti vychazi xo = 0 a dosazenim do prvni taktéz z; = 0.

e Symetrii zobrazeni dostaneme snadno z prohozeni prostiednich ¢lent xys,

22y, a komutativity nésobeni realnych cisel,
(T, y)F = 22191 — T1Y2 — Toy1 +2T9y2 = 2171 — Y12 — YoT1 +2Y2Ts = (Y, T) .

e Podobné ze zakladnich pravidel operaci nad redlnymi ¢isly dostavame li-
nearitu souctu

<3§ + Yy, Z>F = 2(261 + yl)zl — (Ilfl —+ ’yl)ZQ — ($2 + y2)21 + 2(1132 + yg)zQ
= (2m121 — X120 — Taz1 + 2W220) + (20121 — Y122 — Yo21 + 2Yo20)
= <x7Z>F + <y7 Z>F
1 soucinu
(ax, y)p = 2(axy)yr — (ax1)ys — (az2)yr + 2(ax2)ys

= a(221y1 — T1Y2 — Toy1 + 222Y2) = a{x, Y)p.

Ukazali jsme, ze zobrazeni (z,y)r je skalarni soucin, tedy podle tvrzeni
z predchozi ulohy je F' symetrickd positivné definitni.
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Cv. 11.5 Nad symetrickymi maticemi z R™*™ definujme relaci < predpisem A < B pokud
B — A je positivné semidefinitni. Ukazte, Ze < je relace ¢aste¢ného usporadéni.

Reseni:
Ukézeme postupné, ze < spliuje reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.

e Pro kazdou matici A je vyraz A < A ekvivalentni tomu, ze A — A =0, je
positivné semidefinitni. Pro kazdé z € R" je 270,,x = 0, tedy 0,, je positivné
semidefinitni a < je reflexivni.

e Pokud pro dvojici matic A, B plati, ze A < B a zaroven B < A, znamené
to, ze obé matice B — A1 A — B jsou positivné semidefinitni matice. Tedy
pro libovolny vektor z plati, ze 27 (B — A)x > 0 a také 27(A — B)x >
0, neboli 7Bz — 27Ax > 0 a 27 Az — 27 Bx > 0. To miZeme upravit
na ' Bx > 2T Ax a zaroven x' Az > xT Bz, z ¢ehoz plyne, 7ze 2T Ax =
2T Bx. Protoze jsme zvolili libovolné x, plati to pro viechny vektory, ¢imz
dostavame rovnost A = B. Relace < je tedy antisymetricka.

e Méjme matice A, B,C takové, 7e A X Ba B < C. Tedy M = B— A a
N = (' — B jsou positivné semidefinitn{ matice. VSimnéme si, ze M + N =
(B—A)+(C—B)=C-—A. Pokud je tedy M + N positivné semidefinitni,
potom plati, Ze A < C. ProtoZe ale pro kazdé x plati 27 Mz > 0 a 2 Nx >
0, také 27 (M + N)z = 27 Mz + 2" Nz > 0. Relace < je tedy transitivni.
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