54

13. Bilinedrni a kvadratické formy

13. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 13.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formou? Pokud ano, jde o symetrickou
formu?

TN N
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a: R? x R? — R definované a(x,y) = z1y2 + oy,

)
b) b: R? x R? — R definované b(z,y) = x1y2 + T2,
(c) c: R? x R? — R definované c(z,y) = 23 + y3 + 2x2y1,
(d) d: R? x R?* = R definované d(x,y) = 2191 + T1Y2 + 272y,
(e) e: R™™ x R™™ — R™ ™ definované e(A, B) = AB.
Reseni:

(a) Bilinearni formu miizeme otestovat dvéma zpusoby. Prvni moZnosti je otes-

tovat vlastnosti pfimo z definice. Aby bylo zobrazeni a bilinearni, musi
platit linearita v obou slozkach. Jednoduchymi algebraickymi apravami do-
stavame linearitu v prvni slozce,

alau + pv,w) = (quy + Pu)ws + (qus + fug)wy
= a(uws + ugwy ) + B(viwy + vewy)

— aa(u, w) + fa(v, w),
stejné jako linearitu v druhé slozce,

a(w,ocu + Pv) = wi(aus + Pug) + wa(ou; + Pur)
= a(wiug + wouy ) + f(wyvy + wovy)

= aa(w, u) + Ba(w,v).

Zobrazeni a je tedy bilinearni forma. To, Ze je a navic symetricka dostavame
opét rozepsanim, prohozenim ¢lent séitani a nasobent,

a(u,v) = uyve + Uy = viUg + vauy = a(v, u).
Druhd moznost. Zobrazeni a je bilinearni forma pravé tehdy, kdyz se da
vyjadiit maticové ve formé a(x,y) = [z]5 A[y] 5, kde A je matice bilinearn
formy vuc¢i bazi B. Vezmeme-li za B kanonickou bazi, dostavame

a(z,y) = xTAy = a11T1Y1 + a12T1Y2 + a21T2Y1 + A22T2Yo.

V nagem piipadé, kdy a(z,y) = z1ys + x2y; dokdZeme koeficienty matice A
urc¢it snadno, a;; = ass = 0 a a1 = agp = 1, tedy

A:((l) (1))

Matice je navic symetricka, tedy i bilinearni forma je symetricka.
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(b) Linearita v prvni slozce plati. Podivame-li se na linearitu v druhé slozce,
dostavame vyraz

b(w,au + fv) = wy(aug + Pua) + we = qwiug + fwivg + we,

ktery se nerovna ab(w,u) + Bb(w,v). Forma b tedy neni bilinearni.
(c) Pokusme se nalézt matici C reprezentujici bilinearni formu ¢ vici kanonické
bézi. Pro tu musi platit, ze
T 2 .2
' Cy = ciu1yr + Cra1ye + Co1®ays + Caokalys = c(,y) = a7 + y7 + 2x2u1.
Snadno vidime, Ze dana rovnice nemé pro neznamé koeficienty ¢;; zadné
feSeni, forma ¢ tedy neni bilineérni.

(d) Uréime maticovou reprezentaci, je tedy t¥eba vyfesit rovnici
2" Dy = dyyz1y1 + diaz1ys + d21oys + daatoys = lzyys + 121ys + 23210.

VyteSenim rovnice dostdvame matici
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ktera neni symetricka. Zobrazeni d je tedy bilinedrni forma, které neni sy-
metricka.
(e) V tomto piipadé musime postupovat pouze z definice. Linearita v prvni
slozce

e(qU + BV, W) = (aU + BV)W = aUW + BVW = ae(U, W)+ Be(V, W)

plati diky linearité maticového nasobeni. Obdobné tomu je i s linearitou
v druhé slozce.

Aby platila symetrie, musela by platit komutativita maticového nasobent,
tedy e(X,Y) = XY =YX = e(Y, X). To vime, Ze obecné neplati, tedy
zobrazeni e je bilinearni forma, ktera neni symetricka.

Cv. 13.2 Pro nésledujici kvadratickou formu
f(x) = 327 + bay2e + 5

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(z, y), ktera ji indukuje a uvedte b(x, y)
v maticové reprezentaci.

Reseni:
Chceme nalézt symetrickou bilinearni formu

b(z,y) = burx1yr + biax1y2 + ba12oys + baaaye

takovou, Ze b(x,x) = f(x). Ze symetrie musi nutné by = by;. Kombinaci obou
podminek dostavame

b(z,z) = bllﬁ + biow129 + bioxozy + b22$%

= blll‘% + 2b12$1$2 + bzzxg = 3%% + 5$1I2 + 51’3
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Cv. 13.3

Cv. 134

Snadno vidime, ze by; = 3, bis = by; = 2,5 a byy = 5. V maticové reprezentaci
tedy mame
3 25\ (v
T 1
b(z,y) ="' By = (z1 72) (2.5 . ) <y2>

Bud b: R? — R kvadraticka forma a B jeji maticova reprezentace. Potom hodnost
kvadratické formy b definujeme jako rank(b) := rank(B). Dokazte, Ze rank(b)
nezavisi na volbé maticové reprezentace.

Reseni:

Rizné maticové reprezentace odpovidaji rtiznym béazim, v jejichz soutradnicich
pracujeme. Tedy pokud A; a Ay jsou maticové reprezentace formy b vici bazim
B; a By, potom plati

b(z,y) = 2], A1yl s, = [2]5,A2Y] 5,

Dale vime, ze matice A; a A, jsou svazény vztahem takzvané kongruence, ktery
udava prechod mezi reprezentacemi A; = ST A,S. Matice S je zde matici pre-
chodu S =  [id]p, .

Uvazujme tedy dvé maticové reprezentace A; a A, formy b. Protoze matice
prechodu S i ST jsou regularni, zachovava se pii maticovém nasobeni hodnost.
Plati proto, ze

rank(Ay) = rank(ST 4,5) = rank(A,),

tedy nutné dvé maticové reprezentace stejné kvadratické formy maji stejnou
hodnost. Proto rank(b) je dobte definovana ve smyslu, Ze neni zavisla na volbé
maticové reprezentace.

Bud b: R" x R” — R symetricka bilinearni forma a g(z) = b(z, x) indukovanéa
kvadraticka forma. Ukazte, jak ur¢it hodnotu b(z, y) pouze prostiednictvim hod-
not funkce g.

Reseni:
Diky vlastnostem bilinearity muzeme nejprve sloucit informaci o vektorech x a
y, tedy vzit x + y, a naslednym aplikovanim ¢g na x + y dostavame

g(x+y) =blx+y,z+y)=0blz,r)+blr,y) + by, z) + by, y).

Nyni odecteme dilci informace o jednotlivych vektorech, tedy g(z) = b(z,x) a
g(y) = b(y,y) a dostavame,

9(r,y) — g(z,z) — g(y,y) = b(x,y) + by, z) = 2b(z,y).

Algebraickou tupravou dostavame vysledné vyjadieni

b(x,y) = = (g(z.y) — g(z, ) — g(y,)).

DO | —

Vsimnéme si, Zze nebyt symetrie, tak nas postup selze, nebot linearita nebude
dostate¢né silna na to, abychom rozlisili b(z,y) a b(y, x).
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