Priklady na procviceni z Linedrni algebry 2

57

14. Kvadratické formy a Sylvestriv zdkon setrvacnosti

Cv. 14.1

Cv. 14.2

Urcete signaturu formy dané matici

I
DO =

Resend:

Matici diagonalizujeme provadénim fadkovych a sloupcovych tprav (po prove-
deni jedné fadkové upravy provedeme vzdy identickou sloupcovou tpravu).

Prvni Gprava v nasledujicim postupu je odec¢teni prvniho fadku od druhého, po
kterém nasleduje odecteni prvniho sloupce od druhého. Déale pticteme dvojnaso-
bek prvniho fadku (sloupce) ke tietimu a nakonec dvojnasobek druhého radku
(sloupce) ke tretimu.

11 -2 1 1 -2 1 0 =2
10 O ~ 0 -1 2|~ 0 -1 2
-2 0 3 -2 0 3 -2 2 3
1 0 =2 1 0 0
~ 0O -1 2|~(0 -1 2
0 2 -1 0 2 -1
1 00 1 00
0 0 3 0 0 3

Vysledna matice je v diagonalnim tvaru s dvéma kladnymi a jednim zapornym
prvkem na diagonéle, jeji signatura je tedy (2,1,0).

Kvadraticka forma mé (vzhledem ke kanonické bazi) vyjadieni
g((w, 2, y, 2)") = 2w? + 2wr — 2° — 22 — 22

Urcete jeji signaturu.

Reseni:
Z analytického vyjadfeni formy sestavime jeji matici (vzhledem ke kanonické

bazi).

2 10 0
1 -1 0 -1
A= 0O 00 0
0 -1 0 -1

Na tuto matici aplikujeme postup s fadkovymi a sloupcovymi tpravami a pie-
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vedeme ji na diagonalni tvar.
2 1.0 0 2 10 0 2 00 O
1 -1 0 -1 0 =3/2 0 —1 0 =3/2 0 —1
0 00 O 0 00 O 0 00 O
0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1 0 -1
2 00 O 2 00 O
0 —1/2 0 0 0 —-1/2 0 0
0 00 0 0 00 O
0 -1 0 -1 0 00 —1
(Pozor, tprava na druhém radku je odecteni ¢tvrtého Fadku a sloupce od dru-
hého.)
Vysledna signatura formy je (1,2, 1).
Cv. 14.3 V zévislosti na parametru a € R urcete signaturu formy s matici B a s matici C'
111 1 2 3
B=1100], C=[2 a O
1 0 a 300
Reseni:
Nyni jiz fadkovou a odpovidajici sloupcovou tpravu provedeme najednou.
Pro matici B:
111 1 0 1 1 0 0 1 00
10 0] ~10 -1 =1]~10 —1 1] ~(0 =1 0
1 0 a 1 -1 «a 0 -1 a—1 0 O
Pro matici C"
1 2 3 1 0 3 1 0 O
2 a 0] ~ [0 a—4 6] ~]0 a—4 —6
300 3 -6 0 0 —6 -9
1 0 0 1 0 O
~ |0 a—4 -2 ~|0 a O
0 -2 -1 0 0 -1
Signatury obou forem jsou tedy stejné a zavisi na znaménku parametru a (za-
vislost je trivialni, pfesny vysledek zde nevypisujeme).
Cv. 14.4 Rozhodnete, zda je realna kvadraticka forma

g((z,y, 2)7) = 2 + 22y + 222 + 2y + 527

positivné definitni.

Resend:

Symetricka matice této formy vzhledem ke kanonické bazi je



Priklady na procviceni z Linedrni algebry 2 59

Cv. 14.5

Cv. 14.6

Forma je positivné definitni préavé tehdy, kdyz jeji matice je positivné definitni.
To ovéiime Sylvestrovym kritériem:

det(A1> = 17
det(A2> = 1,
det(Ag) = 4

Vsechny determinanty jsou kladné, matice je positivné definitni a tedy i dana
kvadraticka forma.

M¢jme dénu realnou kvadratickou formu
9((z,y,2)") = 2® + 2zy + 2zy + 2y° + 2ayz + 52°.

Pro které hodnoty parametru a € R je tato forma positivné definitni a pro které
hodnoty je negativné definitni?

Reseni:
Matice formy se od predchozi 1isi jen nepatrné,

1 11
A= 1 2 «a
1 a 5

Pro ovéfeni positivni definitnosti vyjdou prvni dva determinanty stejné jako
v predchozim piikladu, staci tedy vypocitat pouze

det(A3) = —a* +2a+3 = —(a—3)(a+1).

Jeho hodnota bude kladné pro a € (—1,3), takze matice A, resp. kvadraticka
forma g, je positivné definitni pravé tehdy, kdyz a lezi v intervalu (—1, 3).

Kvadraticka forma ¢ nemize byt negativné definitni pro zadné a € R, nebot
g((1,0,0)T) = 1 > 0 nezévisle na volbé parametru a.

Najdéte polarni bazi realné kvadratické formy g((x,y, 2)T) = 2z2 — 22y a uréete
jeji signaturu.

Reseni:

Postup je podobny jako pii diagonalizaci matice kvadratické formy, jenom je
nutné , pamatovat” si pouzité tipravy. Pfevadime-li A na diagonalni matici ST AS
pomoci fadkovych a sloupcovych tprav, pak matice ST je vlastné soucin matic
provedenych elementarnich tiprav a matice S je souc¢inem (stejnych) sloupcovych
uprav.

Je-li na zac¢atku vypoc¢tu matice A matici kvadratické formy vzhledem ke kano-
nické bazi, pak dle véty o matici kvadratické formy pii zméné baze je vysledna
ST AS maticf stejné formy vici bazi B pro kterou je S = | [id]; a tedy B je
béze tvorené sloupci matice S. Polarni baze je takové, vic¢i niz je matice kvad-
ratické formy diagonélni, tedy mame-li pfevod A na diagonalni tvar STAS, pak
sloupce matice S tvori hledanou polarni bazi.
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Proto, abychom S spocitali, sta¢i postupné aplikovat sloupcové tpravy pouzité
pii diagonalizaci A na jednotkovou matici (na A aplikujeme Fadkové i sloup-
cové upravy, ale pomoci S si ,,pamatujeme® jenom ty sloupcové, fadkové jsou
reprezentovany matici ST, ale tu poéitat nemusime).

Konkrétné pro danou kvadratickou formu g((x, vy, 2)T) = 2xz — 22y uréime jeji
matici (vzhledem ke kanonické bazi)
0 -1 1
A=|-1 00
1 00
a tu diagonalizujeme spolu s jednotkovou matici, na kterou ale aplikujeme jenom
sloupcové tpravy.
0 -1 1|1 00 2 -1 1]1 00
-1 0 0(01 O0)~—-1 O0O0]0 10
1 0 0]0 01 10 0|1 01
(pricetli jsme tieti fadek a sloupec k prvnimu, na pravé strané jenom sloupec)
2 —=1 1]1 00 20 1|1 00
-1 0 0/0 1 O0]~10O0O0I0 10
10 0|1 01 1001 11
(pricetli jsme tteti fadek a sloupec k druhému)
2 0 1|1 00 20 0|1 0 —1/2
00 0[/01O0])]~(00O0 0/0 1 0
1 001 11 00 —1/2/1 1 1/2
(odecteme polovinu prvniho fadku a sloupce od posledniho)
2 0 0|1 0 —1/2 20 0]1 0 —1
0 0 0(0 1 O] ~(0 0 0]/0 1 O
00 —1/2|1 1 1/2 00 —2(1 1 1
(spiSe z estetickych divodii nakonec vynasobime posledni fadek a sloupec dvéma,
prvek na pozici (3, 3) se tak vynésobi 4).
Polarni baze je tvorena sloupci matice S (prava strana ve vypoctu), to jest
vektory
(1,0,0)%, (0,1, )", (=1,0,1)"
a signatura formy je (1,1,1).
Cv. 14.7 Najdéte polarni bazi kvadratické formy g((z,y, 2)7) = 222 + 3oy + 2z + 49> +yz

na vektorovém prostoru Z3.

Reseni:
Postup je shodny s postupem v predchozim piikladu, pouze ho provadime nad
télesem Zs.
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Matice dané kvadratické formy (vzhledem ke kanonické bazi) je

A:

W =~ N
QO >
S W W

Nyni diagonalizujeme pomoci fadkovych a sloupcovych dprav a na pravé strané
provadime pouze sloupcové tpravy.

243|100 20 3[{1 30 2 00(1 31
4 43010 ~ ({01201 O0~(012{0T10O0
33 0/0 0 1 32 0/0 0 1 0 2 3|0 01

20 0|1 30

~ 101 001 3

00 4|0 01

Z vysledné matice urc¢ime polarni bazi

(1,0,0)", (3,1,0)7, (0,3,1)".
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