Linearni algebra 2 — 1. cviceni 14.2.2022

Informace o cviceni
o Stranka cviceni: http://elif.cz/LA2_2122.html
e Kontakt: elif@kam.mff.cuni.cz

o Podminky pro udéleni zapoctu:
— Zapocet bude udélen za zisk alespon 2/3 z celkového poctu bodi (67 ze 100 bodi) za
doméci tkoly. V pribéhu semestru bude zadano 5 sérii domécich tkola.
— Dalsi bonusové body je mozné ziskat za aktivitu na cviceni.

— Reseni domécich kol muzete odevzdat osobné na cviéeni nebo zaslat e-mailem v rozumné
¢itelné podobé (idedlné jeden pdf soubor).

Determinanty

Bud A € R™*", pak determinant matice A je

det(A) = > sgn(p) [T aipe) = D sen(p)aipq) - - tnpm)-
=1

PESn PESH
Priklad 1. Méjme permutace
(1 2 3 456 (1 2 3 456
P=l213645) 1734521 6)
Urcete jejich cykly a spocitejte slozené permutace p o ¢ a q o p, inverzni permutaci p~
sgn(p) a sgn(q).

1 a znaménka

Priklad 2. Vyjadrete vztah pro vypocet determinantu pro matice 2 x 2, 3 x 3 a pro trojihelnikové
matice n X n.

Skalarni soucin a ortogonalita

Bud (x,y) skalarni soucin, napf¥. (z,y) = 27y pro x,y € R". Norma indukované skaldrnim sou¢inem
je definovana ||z|| = \/(z, x). Vektory x,y € R™ jsou kolmé, pokud (z,y) = 0.
Matice @ € R™ " je ortogondlni, pokud QTQ = I,,.

Priklad 3. Spoditejte skaldrni soucin (z,y), normu ||z|| a rozhodnéte, zda jsou vektory z a y
navzéjem kolmé (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu (z,y) = z7y):

a) T = (L _4)T7 Yy = (87 2)T7

b) z=(4,2,3)", y=(1,5-2)".

Priklad 4. Jaké vlastnosti plati pro sloupce ortogonalnich matic? Je soucet nebo soucin ortogo-
nalnich matic opét ortogonalni matice?
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Vlastni cisla a diagonalizace
Bud A € C"*". Pak X\ € C je vlastni ¢islo matice A a x € C™*" jemu prislusny vlastni vektor, pokud
Ax = Xz, x # 0.

Piiklad 5. Pro komplexni ¢isla a = 3 —4i, b = 1 + 2i spoéitejte komplexné sdruzené ¢islo b, soucet
a + b, soucin a - b, podil § a absolutni hodnotu |a|.

Priklad 6. Ovéfte, ze \y = i a Ay = —i jsou vlastnimi ¢isly matice ({ ). Jaké jsou piislusné
vlastni vektory x; a 257

Positivné (semi-)definitni matice

Bud A € R™*" symetricka. Pak A je positivné semidefinitni, pokud 27 Az > 0 pro vsechna z € R".
Matice A je positivné definitni, pokud 27 Az > 0 pro vSechna z # 0.

Priklad 7. Ukazte, Ze matice (1 1) je positivné semidefinitni. Je také positivné definitni?

Priklad 8. Mg¢jme positivné semidefinitni matice A, B € R"*". Je jejich soucet A + B nebo naso-
bek - A pro a € R opét positivné semidefinitni matice?

Bilinearni a kvadratické formy

Bud V vektorovy prostor nad T. Bilinedrni forma je zobrazeni b : V2 — T, které je linedrni v obou
slozkach, t.j. Vo, 8 € T, Yu,v,w € V:

blau + v, w) = ab(u, w) + Bb(v, w), b(w, au + pv) = ab(w,u) + Bb(w,v).

Matice A € T™*" bilinearni formy b vzhledem k bazi B = {wy,...,w,} prostoru V je definovana
predpisem a;; = b(w;, w;).

Piiklad 9. Ovéite, Ze zobrazeni b : R> — R dané piedpisem
b(x,y) = x1y1 + 221y + 4z2y1 + 1022y

je bilinearni formou.

Priklad 10. Urcete matici bilinedrni formy b(z,y) z Piikladu 9 vzhledem ke kanonické bazi v pro-
storu R? nad R.



