Linearni algebra 2 — 10. cviceni 25.4.2022

Positivné (semi-)definitni matice a Choleského rozklad

Pr. 1. Otestujte positivni definitnost matice

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

pomoci:

(a)
(b)
(c)

rekuretniho vzorce,
Sylvestrova pravidla,

Gaussovy eliminace.

Reseni:

(a)

Rekurentni vzorec ndm tiké, Ze symetricka matice

T
a a
a A
je positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a matice A-— éaaT positivné definitni.
Aplikaci dostdvame matici mensi dimenze

A= (V) -1 () 2= (Vo) -5 (5 ) = (G 2)

Oznacme B = A — Laa® a aplikujme vzorec jesté jednou. Dostavame B — %bbT =2 —
%3 37 = 1. Pro matici v prostoru R'*! vime, Ze je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
je kladné, coz zfejmé hodnota 4 spliuje.

Staci ndm zkontrolovat, Ze determinanty vSech hlavnich vedoucich podmatic jsou kladné.
To jsou matice, ktera vzniknout z matice A vyskrtnutim poslednich n—i fadku a sloupci
pro ¢ =1,...,n. Musime proto spocitat determinanty nésledujicich matic, které odpovi-
daji hlavnim vedoucim podmaticim:

4 -2 —4
(4), (_42 Ig) -2 10 1
4 1 6

Tém odpovidaji poporadé kladné hodnoty 4, 36, 36, tedy matice A je positivné definitni.

Pri provadéni Gaussovy eliminace musime mit na paméti, Ze mame povolenou pouze
operaci pri¢itani o nasobku radku k néjakému radku pod nim. Divod najdeme v dikazu
prislusného tvrzeni, ze kterého je ziejmé, Ze vyuzivame vlastnosti rekurentniho vzorce.
Pokud nejprve odec¢teme piislusné nasobky prvniho fadku od ostatnich a nésledné naso-
bek druhého od tretiho fadku, dostavame matici

4 =2 4
0 9 3
0 0 1

Ta méa kladnou diagonalu, tedy se jedné o positivné definitni matici.
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Pi. 2. Necht A, B € R™" jsou positivné definitni matice. Rozhodnéte, zda je positivné definitni také
soucet A 4+ B, inverzni matice A~! a mocnina A* pro k € N.

Resendi:

(a)

Soucet A + B je positivné definitni matice. Pro positivné definitni matice A, B plati
z definice x7 Az > 0 a 27 Bz > 0 pro viechna = # 0. Pro jejich soucet pak dostaneme
tT(A+ B)x = 2T Az + 2" Bz > 0 pro z # 0.

Inverzni matice A~! je positivné definitni. Z predpokladu positivni definitnosti je matice
A regularni a mé kladna vlastni ¢isla A, ..., \,. Matice A~! ma potom také kladna
vlastni &isla Ap', ... AL

Matice A* pro k € N je také positivné definitni.

Pronit zpisob:

Pro k sudé: Pro z # 0 dostaneme z7 Az = tTASTASy = yT' Ty > 0 (plati y # 0).

Pro k liché: Pro z # 0 dostaneme 27 A%z = 27 AT AA™T 2 =y Ay > 0 (opét y # 0).
Druhy zptisob:

ProtoZe matice A je positivné definitni, ma kladna vlastni &isla \q,...\,. Matice A¥ ma
vlastni &isla jejich k-té mocniny MY, ... \¥| které jsou taky kladné. Tudiz A* je positivné
definitni.

Pf. 3. Nad symetrickymi maticemi z R"*" definujme relaci < predpisem A < B pokud B — A
je positivné semidefinitni. Ukazte, ze < je relace ¢asteéného usporadani (spliuje reflexivitu,
antisymetrii a tranzitivitu).

Reseni:
Ukézeme postupné, ze < splhuje reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.

e Pro kazdou matici A je vyraz A < A ekvivalentni tomu, ze A — A = 0,, je positivné

semidefinitni. Pro kazdé z € R" je 270,,2 = 0, tedy 0,, je positivné semidefinitni a < je
reflexivni.

Pokud pro dvojici matic A, B plati, ze A < B a zaroven B < A, znamena to, ze obé
matice B — A1 A — B jsou positivné semidefinitni matice. Tedy pro libovolny vektor
z plati, ze 27(B — A)x > 0 a také 27(A — B)x > 0, neboli z"Bx — z7Az > 0 a
2T Ax — 27" Bx > 0. To mizeme upravit na 2? Bx > 27 Az a zéroven z' Az > 27 Bz,
z ¢ehoz plyne, 7e 7 Az = T Bx. Protoze jsme zvolili libovolné z, plati to pro vSechny
vektory, ¢imz dostavame rovnost A = B. Relace < je tedy antisymetricka.

Méjme matice A, B,C takové, 7e A BaB<C.Tedy M=B—AaN =C — B jsou
positivné semidefinitni matice. V§imnéme si, ze M + N = (B — A)+ (C — B) =C — A.
Pokud je tedy M + N positivné semidefinitni, potom plati, ze A < C. Protoze ale pro
kazdé x plati 27 Mx > 0 a 2T Nz > 0, také 27 (M + N)z = 27 Mx + 2" Nx > 0. Relace
< je tedy transitivni.

Pi. 4. Otestujte positivni definitnost matice A pomoci Choleského rozkladu.

4 =2 4
A=1-2 10 1
4 1 6
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Reseni:

Pro kazdou positivné definitni matici existuje jedina dolni trojihelnikova matice L € R
s kladnou diagonélou takova, ze A = LL" (Choleského rozklad). K dokézéani positivni definit-
nosti matice A ndm tedy staci nalézt takovou matici L.

nxn

Pri konstrukei postupujeme podle algoritmu. Protoze je L dolni trojuhelnikova, vime, ze ¢éast
prvki tvori nuly.

4 -2 4 e 0O O e o o
A=[-2 10 1| =|e e 0 0 e | =LLT
4 1 6 o o o 0 0 e

Uréime nejprve prvek f¢i;. Protoze prvek a;; je ddn maticovym nasobenim prvniho fadku
matice L s prvnim sloupcem matice LT (ktery odpovida prvnimu fadku), miiZeme zapsat
ay = 03, + 03, + (35, Prvky (15, {13 se nicméné rovnaji nule, tedy plati 4 = a;; = 3, a proto
(11 = 2 (fakticky mame dvé moznosti: 2 a —2, ale hodnotu 2 volime proto, ze L musi mit
kladnou diagonélu).

4 =2 4 2 00 2 o o
-2 10 1| =|e o 0 0 o o
4 1 6 o o o 0 0 e

Vsimnéme si, Ze kdyZ budeme pokracovat v nasobeni prvnfho fadku L se zbylymi sloupci L7,
kviili nulam v prvnim fadku dostdvdme rovnici ajp = (L)11(L7)1, = 26z Diky té snadno
urc¢ime prvky v prvnim sloupci L jako £ = %3¢,

4 -2 4 2 00 2 =1 2
-2 10 1] =1-1 e O 0 e e
4 1 6 2 e e 0O 0 e

Pokracujeme vypoctem f95. Podobné jako pfi urcovani predchoziho diagonalniho prvku, do-
stavame vynéasobenim druhého ¥adku a druhého sloupce rovnici 10 = agy = €3, + (3, + (33 =
(—1)* + ¢2, + 0%. Po tpravé dostavame [3, = 9 a tedy f9y = 3 kviili positivité diagonaly.

4 -2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1]=11-1 3 0 0 3
4 1 6 2 e e 0 0

Diky tomu, ze druhy fadek matice L je kompletni, mizeme dopocitat podobné jako predtim
i druhy sloupec L.

4 =2 4 2 00 2 -1 2
-2 10 1) =(-1 3 0 0 3 1
4 1 6 2 1 e 0 0 e

Cely cyklus opakujeme jesté jednou pro tfeti sloupec matice L. Nejprve spoc¢itame diagonalni
prvek f33 = 1 a poté i ostatni prvky v tfetim sloupci (zadné uz nejsou). Dostéavame rozklad

4 -2 4 2 0 0\ /2 -1 2
A=1-2 10 1] =[-1 3 0 0 3 1| ="LL".
4 1 6 2 1.1/ \o 0 1

Matice A je tudiz positivné definitni.

Uvédomme si dale, ze jsme v pribéhu konstrukce nikdy neméli na vybranou, jaky prvek
pro libovolné ¢;; zvolit. Jediné situace byla, kdyZ jsme urcovali diagonalni prvky, ale protoze
diagonala musi byt kladna, méli jste stejné jen jedno reseni. Tedy matice L je skuteéné dana
jednoznacné.
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Pt. 5. Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

. 6.

1 2 -1
A=\ 2 5 =2
-1 -2 2

Resendi:

ProtoZe je matice A positivné definitni, lze rozlozit do tvaru A = LL”. Pro jeji inverzi tedy
plati A=t = (LLT)™! = L=TL~!. Misto po&itani inverze piimo tedy miZeme spocitat nejprve
Choleského rozklad, nasledné inverzi dolni trojihelnikové matice L a na zavér vzniklou inverzi
L~! vynasobime s jeji transpozici.

1 00 1 00 6 —2 1
L=[2 10], L'=|-210|, A'=|-2 1 0
-1 01 1 01 1 0 1

Takovyto postup muze byt nékdy vypocetné méné narocny, nez poc¢itat inverzi matice £ primo.

Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu Az = b.

1 =2 5 0 -3

-2 13 =13 9 15
A= 5 —13 42 11|’ b= —10

0 9 -—-11 14 4

Reseni:
Choleského rozklad matice je A = LLT, kde

1 0 0 0
2 3 0 0
L=1 5 1 4 o
0 3 —21

Dale vyfesime zpétnou substituci soustavu Ly = b a néasledné soustavu LTz = y, dostaneme
feseni x = (1,2,0,—1)T.



