Linearni algebra 2 — 2. cvic¢eni 21.2.2022

Determinanty — Metody pro vypocet

Pr1. 1. Spocitejte determinanty nésledujicich realnych matic. Pouzijte vypocet z definice, pomoci Gaus-
sovy eliminace a pomoci Laplaceova rozvoje.

4 1 2 3 2 -1 011 18 11 11
a) [0 -1 1], by -2 2 4|, ofto1], @11 11 11
1 2 1 2 -1 3 110 11 11 24
Reseni:
(a) Budeme pocitat z definice:
4 1 2
det(A)=det |0 —1 1
1 2 1

= A1 1A22A33 + A12A23A31 + A1 3421 A3
— Ay 1 Ag3As 0 — Ay 9As 1 Ag s — A1 3A20A3,
=4-(-1)-1+1-1-14+2-0-2—-4-1-2—-1-0-1—-2-(-1)-1
=-9
Determinant matice je —9.

(b) Budeme fesit pomoci Gaussovy eliminace.

3 2 -1
det(B) =det | -2 2 4
2 -1 3

-2 2 4
=—1det|{ 3 2 -1 (Vymeéna 1. a 2. fadku, det se nasobi —1)
2 -1 3
-1 1
=—-2det| 3 2 -1 (Vydélime 1. fadek 2, det se zmensi 2-krat)
2 -1
-1 1 2
=—2det | O 5 (Pricteme 3-krat 1. fadek k 2., det se neméni)
-1 3
-1 1 2
=—2det| O 5 5 (Pricteme 2-krat 1. fadek k 3., det se neméni)
0 17
-1 1 2
=2det| 0 1 7 (Vyména 2. a 3. fadku, det se nasobi —1)
0 55
-1 1 2
=2det | O 1 7 |. (Odecteme 5-krat 2. fadek od 3., det. se neméni)
0 0 —-30

Dostavame horni trojihelnikovou matici. EXistuje jedina permutace o takova, ze

1aza( # 0

a to identita. Determinant vzniklé horni trojuhelnikové matice je (—1) -1 - (=30) = 30.
A tedy determinant puvodni matice je 60.
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(c) Pouzijeme Laplacetuv rozvoj podle prvniho fadku. Néasledny vypocet determinantit matic

velikosti 2 x 2 provedeme z definice.

det(C) = det

— = O

11
01
10

0 1 11
—_ (_1\1+1 .. _1\1+2 1.
= (-1) 0 olet(1 0)+( 1) 1 olet(1 0)

10

3
+(—1) 1 det(1 ]

Determinant matice je 2.

)

(=1)-1-(1-1-04(=1)-1-1)+1-1-(1-1-1+(=1)-0-1)
2

(d) Nejprve pouzijeme elementarni fadkové tpravy a upravime matici nasledovné. Vyuzivame
pouze elementarni tipravu ,,pri¢teni k-nasobku i-tého fadku k j-tému“. Tato tprava neméni

determinant, a tak ziskdvame:

det(D) = det

= det

= det

18 11 11
11 11 11
11 11 24
7 0 0
11 11 11
11 11 24
7 0 0
11 11 11
0 0 13

Nyni si vSimneme, ze permutace o € Ss prispiva k celkovému sou¢tu v hledaném determi-
nantu nenulovou hodnotou pravé tehdy, kdyz vybird prvni sloupec v prvnim fadku a treti
sloupec ve tretim fadku, tj. (1) = 1 a 0(3) = 3. Takova permutace v S3 je vSak pravé
jedna — identicka permutace. Tedy determinant vysledné matice je roven soucinu jejich dia-
gonélnich prvkia 7-11-13 = 1001. Vzhledem k tomu, Ze provedené radkové tipravy nemeénily
determinant, je determinant ptivodni matice také 1001.

Pr. 2. Urcete determinanty nésledujicich matic n x n:

12 3 4 5

n
n—1
n—1
n—1 7
n—1
0
Qp,
Qp,
n pro aj,

-1 0 2 3 4
-1 -2 0 3 4
a) -1 -2 -3 0 4
-1 -2 -3 —4 0
-1 -2 -3 —4 1—n
a; +x a9 as
aq as + as
b) a a9 as +x
ay Q2 as a, +

o an, T € R
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Reseni:
(a) Prvni fadek pricteme ke vSem ostatnim. Ziskdme horni trojihelnikovou matici, jejiz diago-
nala je postupné tvorena Cisly 1 az n. Determinant matice je tudiz roven n!.
(b) Posledni fadek odecteme od vSech predchozich (hodnoty a; zistanou pouze v poslednim
radku). Dostavame matici

r 0 O -

0 =z O -
B=|0 0 =z —

a, a2 az ... Gp+2x

Poté vyuZijeme rovnosti det(B) = det(B”), matici transponujeme, pfi¢teme viechny fadky
k poslednimu a znovu matici transponujeme. Jinymi slovy jsme k poslednimu sloupci B
pricetli v8echny piredchozi sloupce. Dostaneme

zx 0 0 ... 0

0O = 0 ... 0
g —lo 0 = 0

a; ag as ... l‘—|—2?:1 a;

Determinant je roven (a; + ...+ a, + x)z" L.

Pr. 3. Urcete det(A) a rozhodnéte, pro které hodnoty parametru a € R je nésledujici matice regulérni:

2a 3 -1
A= 5—-a -1 -2
24+3a 2 4

Reseni:
Vyuzijeme Kritérium regularity, které fika, ze A je regularni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0.
Spocteme determinant:
2a 3 -1
det(A) =det | 5—a -1 -2
2+3a 2 4

-1 -2 5—a -2 5—a -1
:2adet(2 4>—3det(2+3a 4>—1det(2+3a 2)
=2a(—4+4)-3(5—-—a)d—(-2)(24+3a)) — ((b—a)2 — (—1)(2+ 3a))
= —T7a — 84.

Dostavame tedy, ze A je singularni pravé tehdy, kdyz a = —% = —12.

P¥. 4. Urcete adjungovanou matici adj(A) a najdéte inverzni matici A= (pokud existuje) k matici

1 01
A=1-2 10
0 11
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(a) nad télesem realnych ¢isel,
(b) nad télesem Zs.

Reseni:

Adjungovana matice ma slozky: (adj(A));; = (—1)""7|A%|, kde A’ je matice vznikla odstranénim
j-tého fadku a i-tého sloupce z matice A (Pozor, vSimnéte si prohozeni indexii!).

Inverze se spocita: A1 = ‘7}| adj(A).

Nad R pocitame adjungovanou matici nésledovné. Nejprve spocteme determinanty podmatic:

det(A"') = det (1 (1)) =1,

—_

2’1 o O 1 _
det(A*") = det 1 1) =—1,

3’1 o O 1 _
det(A>") = det 1 O) = -1,

det(A"?) = det

det(A*?) = det

S~ N~ N7 N7 N~ N7 N7 N /7 N
—_

3,2\ _ _
det(A>*) = det 9 0) =2,
13y -2 1\ _
det(A™?) = det 0 1)°= 2,
273 _ 1 O _
det(A*?) = det 0 1) = 1,
373 _ 1 0 _
det(A°7) = det 9 1)~ 1
Dostavame adjungovanou matici:
1 (—=1)-(-1) —1 1 1 -1
adj(4) = | (=1) - (-2) 1 —n-2]=[2 1 -2
—2 (—=1)-1 1 -2 -1 1

Nyni spo¢teme determinant matice A. Vyuzije rozvoje podle fadki a determinanti jiz spo¢tenych
vyse. Dostavame

det(A) = 1-det(A™) +0-det(A™?) +1-det(A™*) =1-2=—1

Konec¢né adjungovanou matici vynasobime m = —1 a ziskdme inverzni matici:
-1 -1 1
Al=[-2 -1 2
2 1 -1

Obdobné muzeme pocitat nad Zs, pouze vSechny kroky provadime modulo 5.

1
Al = —1=4, adj(4)=[2
3

B =

4
31, A7'=13 4 2
1 2 1 4



