Linearni algebra 2 — 3. cviceni 28.2.2022

Determinanty — Aplikace

Pi. 1. Reste pomoci Cramerova pravidla soustavu linedrnich rovnic Az = b pro matici

2 1 3|7

Alb)=| -1 1 -2|-6
3 -1 3|10

Reseni:

Nejprve pomoci Gaussovy eliminace spoc¢teme determinant A.
2 1 3 -1 1 =2 -1 1 =2
det(A)=det | =1 1 2| =—det| 2 1 3 |=—det| 0 3 —1
3 -1 3 3 -1 3 0 2 -3

1 -1 1 =2 -1 1 -2

=——det|{ 0 3 —1 :—gdet 0 3 -1

0 6 -9 0 0 -7

Nyni spoc¢teme determinanty matic, kde postupné nahrazujeme prvni, druhy a tieti sloupec
pravou stranou rovnice.

1) Dopocitame prvni slozku vysledného vektoru (nahrazujeme prvni sloupec):

7 1 3
det | -6 1 -2

10 -1 3

-6 -2 7 3
12 1242
=(-1) 1det(10 3)—|—( 1) 1det(10 3)
sio 73 .
+ (—=1)""* - (—1)det 6 —9 (Rozvoj dle 2. sloupce)

=(—=1)(=6-3—(-=2)-10) 4+ (7-3—3-10) + (7 (=2) — 3 - (—6))
=—(—-18420)+ (21 —30) + (-14+18) = —2—-9+4= -7

Dostavame z; = :—; =1.

2) Dopo¢itame druhou slozku vysledného vektoru (nahrazujeme druhy sloupec):

2 7 3 1 -6 —2 1 -6 —2
det [=1 =6 —2) =det—| 2 7 3 |=det—[ 0 -5 —1
3 10 3 3 10 3 0 -8 -3
[l 6 -2 (-1 6 -2

—det=| 0 =5 1) =det=[ 0 -5 1| =7
S\ o 40 15 \o o 7

Dostavame x = = = —1.
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3) Dopocitame treti slozku vysledného vektoru (nahrazujeme tieti sloupec):

2 1 7 -1 1 -6 —-11 -6
det | -1 1 —-6]=—det| 2 1 7 |=—det| 0 3 =5
3 -1 10 3 —1 10 0 2 -8
1 -11 -6 1 -11 -6
= —gdet 0 3 -5 |= —gdet 0 3 -5 | =-14.
0 6 —24 0 0 —14
Dostéavame 3 = =4 = 2.

=7
Zaver: Resenim soustavy je vektor z = (1,—1,2)7.

Pi. 2. Absolutni hodnota determinantu urcuje, jak moc linearni zobrazeni x — Ax urcené matici A

zvétsuje /zmensuje objem téles. Zaroven lze na determinant nahlizet jako na objem rovnobéz-
nosténu daného sloupci matice.

Urcete determinanty a ovérte tuto geometrickou interpretaci pro nasledujici matice:

10 2 0 2 0
S R R B (]

100
D:<(1) f) E:((l) 8), F=|(0 10
00 0

Reseni:

(a) V tomto pripadé linearni zobrazeni zobrazi kazdou plochu na sebe samu. Tedy plochy se
nemeéni a ocekavame, Ze determinant bude 1.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:
det(A) = A171A272 — A172A2’1 =1-1-0-0=1.

(b) Toto linearni zobrazeni vezme ¢tverec jehoz strany jsou dény vektory (1,0)7 a (0,1)”
(obsah je 1) a zobrazi jej na obdélnik jehoz strany jsou (2,0)T a (0,1)T (obsah je 2). Tedy
zobrazeni ,nafukuje” prostor 2-krat a ocekavame, ze det(B) = 2.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:

det(B) = BLlBQ,g — BLQBQJ =2-1-0-0=2.

(c) Toto linearni zobrazeni vezme ¢tverec dany vektory (1,0) a (0,1)" (obsah je 1) a zobrazi
jej na ¢tverec jehoz strany jsou (2,0)T a (0,2)T (obsah je 4). Tedy zobrazeni ,nafukuje*
prostor 4-krat a o¢ekavame, ze det(C) = 4.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:

det(C’) = 01710272 — 01720271 =2-2—-0-0=4.

(d) Toto linearnf zobrazeni vezme ¢tverec dany vektory (1,0)” a (0,1)" (obsah je 1) a zobrazi
jej na rovnobéznik jehoZ strany jsou (1,0)T a (2,1)7. Obsah rovnobé&Zniku je stale 1
(predstavte si, ze vznikl tak, Ze vezmete sténu vystavénou z kostek a poté se opfete o jeji
levou stranu, posunete jednotlivé kostky vici sobé a sténu zkosite, ale obsah zistane
zachovan). Tedy zobrazeni zachovava plochy a o¢ekavame, ze det(D) = 1.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:

det(D) = D1’1D272 — D1’2D271 =1-1-2-0=1.
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(e) Toto linedrni zobrazeni vezme ¢tverec dany vektory (1,0) a (0,1)" (obsah je 1) a zobrazi
jej na tsecku danou vektorem (1,0)7. Vzhledem k tomu, Ze jsme zobrazili na vlastni
podprostor R? je obsah roven 0. O¢ekavame tedy, Ze determinant bude nulovy.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:
det(E) = E171E272 - ELQEQJ =1-0—-0-0=0.

(f) Pro matice velikosti 3 x 3 plati podobnéa geometricka intuice, pouze misto obsahu udava

determinant objem. Zduraznime posledni ptipad (linearni zobrazeni na podprostor) i pro
matice 3 X 3.
Toto linearni zobrazeni vezme krychli danou vektory (1,0,0)”, (0,1,0) a (0,0,1)" (ob-
jem krychle je 1) a zobrazi ji na ¢tverec dany vektory (1,0,0)7 a (0,1,0)7. Vzhledem
k tomu, %e obraz zobrazeni je podprostor R3, ziskdvame 2D utvar a jeho objem je tedy
roven 0. Ocekavame tedy, ze determinant bude nulovy.

Vypocteme determinant z definice, nasledovné:

det(F) = Fi1FoplFs 3+ FioFo3F51 + Fi 3l 1 F5
— Fi1Fo3Fs0 — Fioly 1 F33 — Fi3FysF3,
=1-1-04+0-0-0+0-0-0-1-0-0—-0-0-0—-0-1-0
=0.

. Spocitejte objem rovnobé&znosténu uréeného vektory (3,1,1)7, (2,1, 1)T a (2,3,2)T.

Reseni:

Viz http://matematika.reseneulohy.cz/2585/0objem-rovnobeznostenu.

Urcete objem elipsoidu, ktery je obrazem jednotkové koule pfi linearnim zobrazeni s predpisem
f(1,3,1) = (3,1,0),
f(17 0, 3) = (17 0, 2)7
f(1,1,1) = (4,1,5).

Reseni:
Viz http://matematika.reseneulohy.cz/2586/objem-elipsoidu.

Jak lze pomoci determinantu popsat pfimku v roviné prochazejici body (z1,y1), (2,92)?
Najdéte obecnou rovnici piimky prochazejici body (0,1) a (—2, 3).

Resendi:

Body (z1,91) a (22,y2) lezi na spoleéné piimce az + by + ¢ = 0, pokud soustava rovnic
ar +by +c=0,
ary +by +c¢=0,
ax2+by2+c:O.

mé netrivialni feseni (a,b,c¢) # (0,0,0). To nastane pravé tehdy, kdyz je matice soustavy
singularni, t.j. ma nulovy determinant:

z y 1
1 Y1 1| =0.
Ty Y2 1

Tento vztah dava popis primky v roviné pomoci determinantu.


http://matematika.reseneulohy.cz/2585/objem-rovnobeznostenu
http://matematika.reseneulohy.cz/2586/objem-elipsoidu
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Konkrétné, pro body (0,1) a (—2,3) dostaneme determinant

a
0 —2-1-14y-1-(=2)+1:0:-3—-1-1-(=2)—1-3-2—1-y-0=—2z—2y+2,
—2

w =
— =

obecné rovnice hledané piimky je tedy —2z — 2y + 2 = 0 (ekvivalentné také x +y — 1 = 0).

Pi. 6. Pomoci determinantu urcete pocet koster nasledujictho grafu:

(%1 V2

Reseni:
Viz http://matematika.reseneulohy.cz/2587/pocet-koster.


http://matematika.reseneulohy.cz/2587/pocet-koster

