Linearni algebra 2 — 5. cviceni 14.3.2022

Diagonalizovatelnost

Pri. 1. Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

Resendi:

(a)

Aby v8e fungovalo, musi byt matice S regularni, tedy matice A; musi mit n linearné
nezavislych vlastnich vektort.

Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A;. Charakteristicky polynom matice A; je
pa(A) = (=22 =21 =)

Vlastni ¢isla se tedy rovnaji A\; = 4, Ay = 2 a A3 = 1. Prislusné vlastni vektory ziskdme vy-
feSenim homogenni soustavy rovnic (A; —AI) = 0, kde za A dosadime postupné konkrétni
vlastni ¢isla. Vyjdou tedy vektory z1 = ¢+ (1,0,2)", zo = ¢+ (1,1,1)T a x3 = ¢ (0,0,1)7.
Tyto vektory jsou linearné nezévislé. Matice A; je tedy diagonalizovatelna a muzeme ji
napsat ve tvaru SDS™!, kde
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Postupujeme stejné jako u matice A; jen zde vyjdou komplexni vlastni ¢isla. Charakte-
risticky polynom matice A, se rovna pa,(A) = A2 — 2\ + 2. Kofeny polynomu p,4, jsou
1+4al—iaknim pifslusné vlastni vektory (1,1 + )% a (1,1 — )T, Matici A, tedy
miizeme naspat ve tvaru SDS~! pro matice

(11 _(1+i 0
S—(1+i 1—i)aD—(0 1—i)'

Pr. 2. Ukazte, ze matice B neni diagonalizovatelna:

Reseni:
Matice B ma vlastni ¢islo 0 s algebraickou nasobnosti 2. Pokud by tedy byla diagonalizovatelné,
pak by musela byt podobna nulové matici. Tedy pro néjakou regularni matici .S,

B=50S"!t=0.
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Pr. 3. Necht A, B € R™" jsou diagonalizovatelné matice. Jsou matice @A (pro &« € R), A+ B a

. 4.

. 5.

A - B také diagonalizovatelné?

Resendi:

(a) Matice aA mé stejné vlastni vektory jako matice A, je tedy také diagonalizovatelna.

(b) Matice A+ B nemusi byt diagonalizovatelna. Napf. matice A = (§3)a B = (' %) jsou
diagonalizovatelné, ale jejich soucet A+ B = () neni.

(c) Matice A - B nemusi byt diagonalizovatelna. Napi. matice A = (§ %) a B=(} 1) jsou

diagonalizovatelné, ale jejich sou¢in A- B = (} 1) neni.

Pro diagonalizovatelnou matici C, kde
—11 30
¢= (—10 24) ’

spoCtéte tfeti mocninu a druhou odmocninu. Odmocninou rozuméjte takovou matici, jejiz
druha mocnina je dané matice.
Reseni:
Meéjme C' = SDS™! pro diagonalni matici D. V&imnéme si, Ze

C* = (SDS™)" = sDkF5,
Obdobné SD25-! . SD2S~! = SDS~!. kde D2 je diagonélni matice, kde jsou na diagonsle

1

odmocniny diagonalnich prvka matice D, tedy D?; = /D;;.

T¥eti mocninu matice C' tedy spoéteme jako SD3S~! a odmocninu jako SD2 S~

Nejprve musime zkonstruovat rozklad matice do tvaru SDS!:

C(-11030) (3 2\ (9 O\ (-1 2\  opo
C_<—1O 24)—(2 1) (0 4)(2 —3>_SDS '

Nyni jiz mizeme spocitat tfeti mocninu a druhou odmocninu
3 2\ (729 0 -1 2 —1931 3990
3g-1 _ _ _ 3
SDST = <2 1) < 0 64) < 2 —3) a (—1330 2724) =5
o1 (3 2\ (3 0\ /(=1 2\ _ (=1 6)_
SD257 = (2 1) (0 2 2 -3/ \-2 6) .

Necht A = SAS~! je diagonaliza¢ni rozklad matice A. Uréete vlastni vektory matice A7 .

Reseni:
Pro matici AT plati vztah
AT = (SAS™HT = (S HTAST,
dostaneme tedy diagonalizacni rozklad AT = RAR™! pro R = (S™H)T. Vlastnimi vektory AT
jsou sloupce matice R, tedy fadky matice S



