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Vlastni cisla, Jordanova normalni forma

Pr. 1. UkaZte, Ze rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni a Q ortogonélni (t.j. Q1 = QT), existuje

.2,

. 3.

pouze pro symetrické matice.

Reseni:

Mé&jme matici A, pro kterou rozklad A = QAQT existuje. Chceme dokézat, 7e takova matice
A nutné musi byt symetricka, tedy Ze plati AT = A. Z uvazovaného rozkladu a z vlastnosti
transpozice dostaneme

AT = (QAQT)T = (Q1)TATQT = QAQ" = A.

Najdéte vsechny mozné Jordanovy normalni formy pro matici s charakteristickym polynomem
A =13\ +2).

Reseni:
Kofeny charakteristického polynomu, a tedy i vlastnimi ¢isly prislusné matice, jsou hodnoty
A = 1 (s algebraickou nasobnosti 3) a A = —2 (s nasobnosti 1). Také vidime, Ze stupei

charakteristického polynomu je 4, uvazujeme tedy matici a Jordanovu norméalni formu fadu 4.

Pro vlastni ¢islo —2 existuje pouze jeden vlastni vektor (aZz na nasobek), kterému odpovida
jedna Jordanova bunka J;(—2). Pro vlastni ¢islo 1 mtzou existovat az 3 linearné nezévislé
vlastni vektory. V pripadé 1 vlastniho vektoru dostaneme jednu buiiku J;(1), pro dva vlastni
vektory mame dvé Jordanovy buiiky, které nutné musi byt Jo(1), J;(1) a pro tii vlastni vektory
mame tii bunky J;(1).

Pro matici s danym charakteristickym polynomem tedy existuji tfi mozné Jordanovy normalni
formy (az na poradi bunek):

-2 00 0 -2 00 0 -2 00 0
0 110 0 100 0 100
0o 01 1]}’ 0 01 1] 0 010
0 001 0 001 0 001

Matici B pievedte do Jordanova normalniho tvaru a urcete vlastni vektory, popt. zobecnéné
vlastni vektory:
1 11
B=|10 10
-1 0 3

Reseni:
Ne v8echny matice jsou diagonalizovatelné, napiiklad matice B. VSechny matice jsou ale po-
dobné matici v Jordanové normalnim tvaru. Ten si nyni pro matici B spo¢teme.

Hleddme tedy regulédrni matici S a matici v Jordanové normalnim tvaru J takové, ze B =
SJS~1. Zatneme stejné, jako kdybychom chtéli ovéfit, zda je matice diagonalizovatelnd, tedy
spocteme vlastni ¢isla a vlastni vektory. Charakteristicky polynom vypada:

1—-A 1 1

psN=[ 0 1-Xx 0 |=01-)N2-N2
-1 0 3-)
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Vlastni ¢isla jsou tedy Ay = 2 a Ay = 1. Jadro matice (B—2I) ma dimenzi 1, konkrétné Ker(B—
21) = span{(1,0,1)T}. Vlastni ¢islo A = 2 ma algebraickou nasobnost 2 (je dvojnasobnym
kofenem charakteristického polynomu), ale jeho geometricka nasobnost je rovna 1 (pfislusi mu
pouze jeden vlastni vektor). Matice B tudiz neméa 3 linearné nezavislé vlastni vektory.

Pristoupime tedy k vypoctu zobecnénych vlastnich vektori pro vlastni ¢islo A;. Spocteme
Ker ((B — 2I)?) = span {(1,0,0)7, (0,0,1)"}. Nyni zvolime zobecnény vlastn{ vektor z, z Ker((B—
21)%) \ Ker(B — 2I), napiiklad x5 = (0,0, 1)T. Dopo¢teme vlastni vektor z;,

x1 = (B —20)xy = (1,0,1)7.

Soustava (A — 11)x = 0 m4 Fesenf span{(2, —1,1)T}. Ziskavame hledanou matici S.

1 0 2
S=10 0 -1
1 1 1
Také vypocteme jeji inverzi S—!
1 2 0
St=1[-1 -1 1
0 —1 0

Matici B lze nyni zapsat pomoci Jordanova normélniho tvaru napt. jako

1 11 10 2 210 1 2 0
B=|0 10]=(00 -1 020 -1 -1 1| =8Js.
-1 0 3 11 1 001 0 -1 0

Spoctéte druhou, tieti a 11. mocninu matice B z predchoziho prikladu.

Reseni:
VyuZzijeme Jordanova normalniho tvaru spoéteného v predchozim piikladé. Dostavame B? =
(SJS71)(SJS™!) = SJ2S~L. Obdobne B? = SJ3S~!. Chceme tedy spo&itat druhou a t¥eti

mocninu matice J.

Spocétéme J?:

2 10 2 1 0 4 4 0
JP=10 2 0 020]=1040
00 1 001 00 1
Potom druha mocnina B je rovna:
10 2 4 4 0 1 2 0 0 2 4
B:=S5J?S'=10 0 —1 0 40 -1 =1 1]=(0 1 0
11 1 001 0 -1 0 —4 -1 8
Obdobné spocétéme J3:
2 1 0\ /4 4 0 8 12 0
JP=10 2 0 0 40]l=|0 8 0
001 00 1 0 0 1
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A treti mocnina B je rovna:

10 2 8 12 0 1 2 0 —4 2 12
B¥=S 73S t=[00 —1 0 80 -1 -11]l=( 0 1 o0
11 1 00 1 0 —1 0 —12 =5 20

Vsimnéte si, ze i mocnéni matice v Jordanové normalnim tvaru je jednodussi nez pro obecné
matice. P¥i mocnéni nedochézi ke zméné mimo jednotlivé Jordanovy buiky (neboli nuly mimo
Jordanovy buiiky zustévaji zachovany).

Nakonec stejnym zpiisobem spoc¢teme 11. mocninu.

211 11.9210 ¢ 2048 11264 0
JU =10 2 o]l = 0 2048 0
0 0 1 0 0 1
Odtud 11. mocnina B je rovna:
1 0 2 2048 11264 0 1 2 0
Bt=g5J4s1t=1(0 0 -1 0 2048 0 -1 =1 1
11 1 0 0o 1 0 —1 0
—9216 —T7170 11264
= 0 1 0

—11264 —9217 13312

Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
A_—10—1o
0 5 0 0

a pomoci nich rozhodnéte, zda ma matice A aspon dveé realné vlastni ¢isla.

Reseni:
Dle véty o Gerschgorinovych discich vime, Ze kazdé vlastni ¢islo matice A lezi v kruhu B(c¢;, ;)
o stfedu ¢; = a;; a poloméru r; = E#i\aij\ pro né&jaké i € {1,...,4}. Pro zadanou matici A

dostavame nasledujici kruhy (viz také obrazek nize):

Cl1 = a1 = 1, r = ’am’ + |G13‘ + ‘Cl14| = ‘O’ + ’—2| + |O’ = 2,
Co = Q99 = 12, To = |ag1| + |ags| + |ags| = |0] 4 |0] 4+ |—4| = 4,
c3 = ags = —1, r3 = |azi| + |aze| + |azi| = |1 +]0] + 0] = 1,

Cqy = Qyq = 0, T4 = ’041’ + |CL42‘ + \a43| = ‘O’ + ’5’ + ’0’ = 5.
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Navic vime, ze kazdé komponenta souvislosti obsahuje tolik vlastnich ¢isel, z kolika kruhii dana
komponenta vznikla. V kruhu B(ey,r4) = B(0,5) tedy lezi 3 vlastni ¢isla Ay, Ay, A3 matice A
a v kruhu B(cg,r2) = B(12,4) jedno vlastni ¢islo A4.

Komplexni vlastni ¢isla redlné matice mizeme sparovat do dvojic navzajem komplexné sdru-
zenych ¢isel, vlastni ¢islo Ay proto musi byt realné (jinak by v kruhu B(12,4) muselo lezet i
vlastni &islo \y). V kruhu B(0,5) lezi 3 vlastni &isla, aspoit jedno z nich musi byt také reélné.
Nahlédli jsme tedy, ze matice A ma alespon 2 redlné vlastni ¢isla. Vypoctem miizeme zjistit,
7e vlastni ¢isla matice A jsou \j = —v/3, Ao = /3, A3 = 2 a Ay = 10.

Ve mésté Matfyzakoveé funguji t¥i lokalni politické strany, a to Anarchisté (A), Blahovi (B) a
Cilevédomi (C).

Volby se Fidi nasledujicim pravidlem: Z voli¢t strany A voli opét tuto stranu 75 % jejich volici,
ale k B prejde 5% a k C dokonce 20 %. Z voli¢i B prejde k A rovnych 20 % a k C také 20 %.

Nakonec, z voli¢tu C zistane jen 80 %, zbytek se rovhomérné rozdéli mezi A a B.

Jaké bude rozdéleni podpory stran v mistnim zastupitelstvu za delsi ¢asovy horizont?

Resendi:

Pravidla pro volby v Matfyzakové ilustruje nasledujici diagram:

0,20
/\
0,75 A 0.05 B 0,60

w

0,10 0,20
0,20 0,10
C
Y,

0,30
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Vrcholy grafu reprezentuji stavy (volené politické strany) a hrany prechody mezi danymi stavy,
tedy presuny voli¢i mezi témito stranami. Pro vypocet vysledného rozdéleni sestavime pie-
chodovou matici P, kde p;; reprezentuje pravdépodobnost prechodu ze stavu j do stavu ¢:

0,75 0,20 0,10
P=10,05 0,60 0,10
0,20 0,20 0,80

Prvni sloupec matice P tedy reprezentuje pravdépodobnost prechodu ze stavu A do stavu
A (75 % voli¢t opét voli stranu Anarchistii), do stavu B (5% bude volit stranu Blahovych) a
do stavu C (20 % voli Cilevédomé).

Pokud je poéate¢ni rozloZeni sil dano stavovym vektorem zq € R3, vyvoj situace v ¢ase popisuji
stavy xo, Pzg, P?xq, ..., P®xq, kde P®xq oznacuje limy_,, P* (pokud existuje).

Diagonalizaci matice P dostaneme

1 0 0 3 -2 -1
P=S 1006 0 |S ' kdeS =13 1 1],
0 0 0,5 1 1 0
ted
a ey 10 0 (222
P*=S 1000 5—1:5*15;3:6 111
000 333

Limitni stav odpovidé vektoru Pz = &(2e” zq, e* x, 3¢’ 2), rozlozeni podpory stran se tedy
ustali v poméru 2:1: 3.

Jelikoz je matice P kladna, vysledné rozlozeni odpovidé slozkam vlastniho vektoru v = S,q,
ktery piislusi vlastnimu ¢islu 1. Hledany pomér tedy miizeme také pfimo najit jako slozky
kladného vektoru v € Ker(P —1- I3).



