Linearni algebra 2 — 7. cviceni 28.3.2022

Skalarni souéin a norma

Pi. 1. Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni pfedstavuji skalarni soucin na prostoru R?:

T1Y1 + 221Y2 — 2T2y1 + ST2Yo,
= —T1Y1 + T1Y2 + T2y1 + 4x2Ys,

) (z,y)
) {z,y)
(¢) (2, y) = T1y2 + Toys + 422Y2,
) (2,y) = 21y1 + 27190 + 27291 + Sx2ya.

(a) Ne, protoze nenf splnéna symetrie. Napitklad pro z = (1,0)7, y = (0, 1)T je
(m,y) =2 7é -2 = <yax>7

(b) Ne, protoze neni splnéna prvni vlastnost z definice skaldrniho souc¢inu. Napiiklad pro
r=(1,0)T je (z,x) = —1, coZ neni kladna hodnota.

(c) Ne, protoze neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Napiiklad pro
= (1,0)T je (x,z) = 0 coZ neni kladna hodnota.

(d) Ano. Musime ovéfit vlastnosti skalarniho souc¢inu:

e Prvni vlastnost z definice. Upravme

(x,x) = 121 + 22109 + 22911 + DXoTo
= 27 + da129 + 525 = (11 + 212)% + 25 > 0.

Hodnota je nulova pouze tehdy, kdyz jsou oba s¢itance nulové, tedy kdyz
r1+2x9 =0 a zaroven x, = 0.

To nastane pouze pro z = (0,0)7, &imZ je prvni vlastnost dokazana.
e Vlastnost se sou¢tem (x + v, z) = (x, z) + (y, z) plati, protoze

(x+y,2) = (v1+y)z +2(21 +y1)ze + 2(22 + y2) 21 + 5(22 + Y2) 22,
(x,2) + (y,2) = (w121 + 27122 + 22921 + DTa29)
+ (Y121 + 2y122 + 2y221 + Hy222),

e Vlastnost s nasobky (ax,y) = a(y, z) plati, protoze

(ax,y) = azys + 2ax1ys + 20T2y1 + Saays,
alx,y) = a1 + 221Y2 + 22291 + 5T2Ys).

e Symetrie: (x,y) = (y,x) plati, protoze

(x,y) = 101 + 221y2 + 22241 + D2y,
<y7 $C> = 1121 + 2y1$2 + 2y2x1 + 5y2x2.
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P¥. 2. Necht je skalarni sou¢in nad C* dan predpisem

. 3.

. 4.

(x,y) = 21Y1 + 2202 + 22375 + T30 + T2U3.

Urcete u nasledujicich vektortt z,y € C?® skalarni soucin (z,y), euklidovskou normu |z||,
vzdalenost vektorti ||z — y| a zda jsou navzdjem kolmé:

(a) z=(4,2,3)", y = (1,5, -2)7,
(b) #=(2+4,0,4—5))7, y=(1+4,2+i,—1)7.

Reseni:
Viz http://matematika.reseneulohy.cz/2676/nestandardni-skalarni-soucin.
(a) Nad R dokazte: x L y prave tehdy kdyz ||z + y||> = ||z[|* + [|y]?.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. =,y nejsou kolmé a
pesto ||z +y||* = [lz[|* + [ly[|*.

Resendi:

(a) Upravime vyraz

|z +yl> =z +y,2+y) = (v,2) + (y,y) + (x,y) + {y,2) =
= [|z|* + ly|I* + 2(z, y).

Tudiz rovnost ||z +y||*> = ||z]|* + ||y||* nastane pravé tehdy, kdyz 2(x,y) = 0, neboli kdyz

Ly
(b) Protipiiklad nad C: Uvazujme naptiklad vektory z = (1,0)7, y = (4,0)”. Nejsou na sebe
kolmé, ale
lz+yll* =2=1+1=|[z[* + [ly]*
Dokazte, ze pro kazdé aq, ..., a, > 0 plati:
2 -1 -1
n® < (a1 +...+a,)(a; +...+a, ).

Reseni:

Aplikujeme Cauchyho—Schwarzovu nerovnost. Ta mé tvar

(= y)| < [zl - Nyl

Konkrétné pro prostor R” a standardni skaldrni soucin je tvaru

‘ 23;1 ryi| < \/2?21 x? \/Z?:l yz‘Q-

Umocnénim obou stran nerovnosti dostaneme

n 2 n n
D T S O x7) - (> i y7) -



http://matematika.reseneulohy.cz/2676/nestandardni-skalarni-soucin
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Nyni stac¢i vhodné dosadit za vektory x,y. Konkrétné zvolime

r=(Va,.. va), y= /a1 a)"
Tim dostane Cauchyho—Schwarzova nerovnost podobu
ISP < (a0 + e (et L an Y,
coz po upravé da pozadovany tvar.

Pt. 5. Pripomenme, Ze stopa matice je definovina jako soucet prvka na diagonéle:

trace(A) = Z Qi
i=1

(a) Ukazte, ze (A, B) = trace(AT B) definuje skalarni sou¢in na prostoru R™*™.
(b) Zformulujete Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.
(c) Dokazte trace(A)? < n - trace(AT A).

Reseni:

(a) Pisme

n n m n m

trace(A"B) =Y (A"B); = Z > (A");Bji. =) > A;iBj.

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Cili vyraz trace( AT B) predstavuje standardni skalarni soucin, pokud matici A asociujeme
s dlouhym vektorem, slozenym z jejich prvku

(@11, ey Q1G22 e oy A2y e ey Gy v vy Q)
(b) Cauchyho-Schwarzova nerovnost [{A, B)|*> < ||A||* - || B||* dostane podobu
trace(A” B)? < trace(A” A) trace( BT B).
(¢) Do Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti dosadime A = I,,, B := A a tim padem dostaneme

trace(A)? < trace([,) - trace(AT A) = n - trace(AT A).

Pr. 6. Rozhodnéte o platnosti vyroki:
(a) Ma-li regularni matice A € R™ "™ navzijem kolmé radky, pak ma i navzajem kolmé
sloupce.

(b) M&-li matice A € R™ ™ navzajem kolmé fadky velikosti 1, pak mé i navzajem kolmé
sloupce.

Resendi:

(a) Neplati, uvazujme naptiklad matici A = (3 3'). Jeji fadky jsou na sebe navzijem kolmé,
ale sloupce a sebe navzajem kolmé nejsou.

(b) Plati, protoZze matice je nutné je ortogonalni.



