Linearni algebra 2 — 8. cviceni 4.4.2022

Ortonormalni baze a Gramova—Schmidtova ortogonalizace

Pr. 1. Urcete koeficienty linearni kombinace vektoru (3,2,1)? vaci ortonormalni bazi
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Reseni:
Standardné bychom mohli urcit koeficienty linearni kombinace pomoci feseni soustavy
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Protoze se jedné o ortonormalni bazi, mizeme vyuzit toho, Ze lze koeficienty vyjadrit special-
’. o . n . .
nim zpisobem jako xz =Y (z,u;)u; (tzv. Fourierovy koeficienty).

Tedy dostavame z =Y | a;u;, kde uy, us, us je zadana ortonormalni baze a

o a1 =((3,2,1)", 55(1,1,0)") = 5,
o ay=((3,2,1)", 5(-1,1,0)7) = -5,
e a3 ={((3,2,1)7,(0,0,1)T) = 1.
V prostoru R* se standardnim skalarnim soucinem (z,y) = Z?Zl x;y; naleznéte pomoci
Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace ortonormalni bazi Z = {z, ..., 2.} fadkového prostoru
nésledujici matice
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Reseni:
Zakladni myslenka postupu je: Odectenim projekce x; do span{z,...,z_1} od x; spocteme
nejprve kolmy vektor y; = z; — Zé;ll (z;, 2;)%; a ten pak normalizujeme na z; = szu.

Jednotlivé kroky Gramovy—-Schmidtovy ortogonalizace jsou:

e Normalizujeme y; = z1: ||y1|| = V4 =2 aodtud z = (%’ %’ %’ %)T
o (19,21) =5 aprotoy, = (4,1,4,1)T — 5(%, %7 %, %)T = (%’ _%7 %7 —%)T.
e Normalizujeme ys: [|y2]| = 3 a dostaneme zo = (%7 _%7 %, _%)T'
o (13,21) =5, (13,20) = —1 a tedy y3 = (—1,—1,1,1)T.
e Normalizujeme ys: [|ys]| = 2 a méme 23 = (-1, -1, 3,3)7.
Resentm jo 7 = {(3,3,3,3)", (5, —4.3, =37 (=3, -3, 3. )"}
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Pi. 3. Rozsifte ortonormalni bazi z predchoziho piikladu na ortonormalni bazi R*.

Reseni:

Nejprve rozsifime bazi fadkového prostoru matice A na bazi R*. Matici pfevedeme do odstup-
novaného tvaru a poté bazi Z rozsifime napt. o vektory z kanonické baze odpovidajici vSem
nebazickym sloupcim. Odstupfiovany tvar matice A je
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Nebézicky je pouze posledni sloupec, a tak lze vzit napt. x4 = (0,0,0,1)" abychom dostali
rozsifeni na bazi R*. Na vektory 2, 2o, 23, 74 nyni aplikujeme Gramovu-Schmidtovu ortogo-
nalizaci a ziskame hledané rozsifeni na ortonormalni bézi.

Jelikoz jsme rozsitili ortonormalni bazi

(a)

R N R N A B )

dostane na vstup linearné zavislé vektory?
dostane na vstup ortogonalni vektory?
dostane na vstup ortonormalni vektory?

dostane na vstup —x; namisto x;7 Jak se zméni vystup?

M¢jme na vstupu z, ..., z, anecht z; = z;ll a;x; je vektor linearné zavisly na vektorech
x1,...,2j_1. Bud navic j nejmensi takové, ze tato situace nastane. Linearni zavislost
znamena, ze projekce vektoru z; do podprostoru span{zy,...,z;_1} je vektor x; sam. Pti
Gramové-Schmidtové ortogonalizaci postupné od vektoru odéitame jeho kolmou projekce
do podprostoru tvofeného vektory xi,...,x;_1. Tedy ortogonalizace pobé&zi standardné
az do chvile, nez se zatne ortogonalizovat vektor x; (proto jsme vzali j nejmensi). Pfi

ortogonalizaci z; dojte k tomu, Ze se tento vektor vynuluje.

V okamziku, kdy budeme chtit tento nulovy vektor znormovat (tj. vydélit jeho normou)
se program zastavi, protoze budeme chtit délit 0.

P1i odéitani kolmé projekce na jiz zortonormalizované vektory se vektor neméni, nebot
vSechny projekce budou nulové vektory. Jediné, k ¢emu dojde, bude normalizace vektort,
které jsme dostali na vstupu.

V tomto piipadé ani od¢itani projekci (nulovych vektorii), ani normovani (déleni 1) ne-
meéni vstupni vektory. Proto na vystupu dostaneme tytéz vektory, co na vstupu.
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(d) Ortogonalizace pobé&zi pro vstup xi, ..., %1, %;, Tis1,-- -, Ty stejné jako pro 1, ...,z 1,
—Xi, Tit1, - - -, T, az do okamziku, nez prejdeme k ortogonalizaci i-tého vektoru. Oznacme
jako p kolmou projekci i-tého vektoru do podprostoru span{zy, ..., x;_1}. Vektor p bude
mit pro z; a —x; opacné znaménko, tedy i vysledek po ode¢teni y; = x;—pa —z;—(—p) =
—z; +p = —(x; — p) = —y; bude mit pro tyto pripady odlisné znaménko. Normovéni
tento vztah vektora zachova.

Pro ostatni vektory uz k zadné zméné nedojde. Odéitame totiz kolmou projekei do pod-
prostoru, a ta neni urcena znaménkem bazického vektoru.

Vystupy obou ortogonalizaci budou stejné az na znaménko i-tého vektoru.

Pi. 5. Nad C? ortogonalizujte

xy = (i,4,1)7, 9= (0,4,9)", x5 = (0,0,4)".

Reseni:

Pokud bychom nebyli omezeni na provedeni Gramovy—-Schmidtovy ortogonalizace, mohli bychom
odedist 2. vektor od 1. a 3. vektor od 2. Dostali bychom vektory (4,0, 0)%, (0,4,0)%, (0,0,7)7.
Ty zfejmé generuji stejny prostor jako ptivodni vektory a zaroven jejich normy jsou rovny 1.
Postupujme nyni pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace. Nejprve znormujme vektor
x1 = (4,4,4)T. Norma vektoru je

21|l = (a1, 21) = \/2TT1 = /3(i - (—i)) = V=3i2 = V3.

Proto z; = \/Lg(z',i,z')T. Dale

yo = (0,4,0)" — {2, 21) J5 (6,4, 8)" = (0,4,1)" — Z&=25(0,4,4)"

= (0,4,9)" — 2(i,4,9)" = 3(—=24,1,1)".

Normovanim dostavame

‘H

(=2i,i,0)7 =

wl=

Z9 —

o

23(=2i,1,0)" = %(—22‘,@@‘).

[y2]]
Nakonec
ys = (0,0,9)" — 3(3,4,9)" —

a tedy z3 = \%(0, —i,1)T.

(=24,4,9)" = 1(0, —i,0)7,

D=

Resenim je Z = {z = \/Lg(i,i,z’)T, 29 = %(—2z‘,z‘,i)T, 23 = %(0, —i,i)"}.
Pi. 6. Zortonormalizujete bazi podprostoru R?® popsaného rovnici x —y + z = 0.

Reseni:
MnoZina FeSeni soustavy ma tvar {(a — b,a,b) | a,b € R}. Jedna z moznych bazi je proto
(0,1,1)T,(1,1,0)T. Po znormalizovani prvniho vektoru dostaneme

s =5(0,1,1)7.
Po odeéteni projekce od vektoru (1,1,0)? dostaneme:
Yo = (17 17 O)T - <<17 17 O)Ta \/AQ(O? 17 1)T> ’ \/Li ’ <07 17 1)T
=(1,1,00" = (0,1, 1)" = (1,4, - D).
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Nyni sta¢i normalizovat vektor y, = (1,% %) Ten ma normu +/3/2. Tedy druhy vektor
ortnormélni baze je
Z9 = \/7 % —5

Poznamenejme, Ze TeSeni tlohy se miize lisit v zavislosti na volbé baze.

. Urc¢ete vzdalenost bodu A = [5, 5, 3, 3] od roviny prochazejici poc¢atkem a body B = [8, —1, 1, —2]

aC=[4,-22 —1].

Reseni:

Muzeme postupovat Gramovou—Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na vektory odpovi-
dajici bodim B,C a A, tj. na vektory z; = (8,—1,1,-2)" 2y = (4,-2,2,-1)T a 23 =
(5,5,3,3)T. Hledana vzdalenost je rovna pravé normé vektoru yz z t¥etiho kroku Gramovy—
Schmidtovy ortogonalizace, ktery ziskdme ode¢tenim projekce x3 do span{z,x2} od 3 (geo-
metricka predstava viz strana 177 ve skriptech M. Hladika — ,nakolmeni 3. vektoru®).

Zde se vyplati maly predvypocet. Vektory xq, x5 jsou linearné nezavislé a navic

8§ —1 1 -2 8 —4 4 -2 8 —4 4 =2 40 0 —1

4 -2 2 —1 8 -1 1 =2 0 3 -3 0 01 -1 0)’
kde fadky z) a zf, posledni matice jsou vzajemné kolmé a generuji stejnou rovinu jako vektory
1 a Iy.

Nyni miZeme spocitat projekci vektoru x3 = (5,5,3,3)T do roviny generované vektory z} a

(:l;g,x’2> _ 17 2 . ,
= 4,0,0, -+ 200,1,-1,00" = (4,1, -1, —-1)T.

(Protoze x| a x, nemajl Jednotkovou normu, musime pii hledani projekce pracovat s ortonor-

malnimi vektory Al ,” a Proto se ve vyraze pro p objevuje ve jmenovatelich ||z [|? resp.

l5(1%.)

V tfetim kroku Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace dostédvame

ngH

ys =x3 —p=(5,5,3,3)T — (4,1, -1, -1)" = (1,4,4,4).

Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici B a C je

lzs —p|l = |lys|l = V1 +16 + 16 + 16 = 7.



