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Ortogonalni doplnék a metoda nejmensich ¢tverci

Pro podprostor V prostoru R* uréete V-4, {0}, {}+.

Resendi:

Ortogonalni doplnék mnoziny V je definovany V+ = {x € R* | Vy € V : (z,y) = 0}. Proto
{0}t = {x e R*| (2,0) = 0} = R%. Nakonec {}+ = R*, protoze na vektory z € R* neklademe
zddnou podminku (neexistuje vektor v {}, na ktery by musel byt = kolmy).

. Najdéte podprostor U € R® takovy, ze dim U = dim U~.

Reseni:
Takovy podprostor nemiize existovat, nebot plati, Zze dim U+ = n — dimU. Pro n = 5 liché
vidime, Ze dim U a dim U~ museji mit rozdilnou paritu a tedy i rozdilnou hodnotu.

. Pri standardnim skalarnim souc¢inu v R? najdéte ortogonalni doplnék prostort

Vi =span{(1,2,3),(1,—1,0)}, Vy = span{z € R® : 3z, — 5xy + 25 = 0}.
Reseni:
Plati R(A)*+ = Ker(A). Generatory prostoru V; tvoii fadkovy prostor matice A = (1 _21 g) ,
staci tedy nalézt bazi Ker(A), kterou tvoii napf. vektor (1,1, —1).

Prostor V5 je jadrem matice (3 -5 1), bazi doplitku Vi tvoii tedy napfi. vektor (3, —5,1).
Spoéitejte ortogonalni doplnék mnoZiny obsahujici vektor v = (1,0, 0, —2)7 do prostoru

V = span{v,w} = span{(1,2,4,0)",(0,1,2,1)"}.
Reseni:
Nejprve je dobré si uvédomit, ze vektor w skuteéné néalezi do prostoru V, jinak by zadani
nedavalo smysl.

Ortogonalni doplnék k vektoru uw do prostoru V pak tvoif primka kolma k u a lezici ve V.
Cilem je tedy najit jeji smérnici z, to bude béze hledaného ortogonélniho dopliiku.

Protoze V' = span{v, w} = span{u, v}, staci zortogonalizovat vektory u, v napiiklad Gramovou—

Schmidtovou metodou. Dostaneme na vystup vektory

mu = \/?5“-7 07 07 _2)T7 %(2, 5, 10, ].)T

Regenim je tedy vektor z = (2,5,10,1)7, nebo jakykoli jeho nenulovy nasobek, ale jiné resent
uz neexistuje.

Pro zkousku muze ¢tenaf ovérit, ze skuteéné plati z L u a V = span{u, z}.

Pomoci projekce najdéte nejlepsi priblizné feSeni 2’ soustavy Ax = b, kde

2 1 0

{4 2 0 B -

A=, 5, |, b=(05139"
1 -2 2

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.

Urcete také velikost chyby ||Az" — b]|.
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Resendi:

Priblizné feseni dané soustavy nalezneme jako soutadnice projekce b do sloupcového prostoru
S(A) matice A. ProtoZe sloupce aj, as a ag matice A jsou vzajemné kolmé, je projekce vektoru
b do sloupcového prostoru A piimo dana predpisem

3
<b7 ai>
bs(a) = Z a2 @i
i=1 ?

tedy bsay = (4,8,13,9)" s koeficienty 2’ = (3,—2,1)". Protoze sloupce A jsou navzajem
ortogonalni (a tedy linedrné nezéavislé), je nalezené z’ urcéené jednoznacné.

Vysledna chyba je ||Az’ — b|| = V/45.

Ano, vysledné FeSeni je stejné jako FeSeni soustavy normélnich rovnic AT Az = ATb.

Rakovinné buiiky se mnozi exponencidlné rychle v case. Urcete konkrétni vztah ve tvaru
y = ce™ pii nasledujicich datech.

t Cas |1 2 3 4 5
y (po¢et bunck) | 16 27 45 74 122

Reseni:
Po zlogaritmovani soustavy dostaneme standardni tlohu nejmensich ¢tvercti. Soustava nor-
mélnich rovnic mé tvar AT A = ATb, kde

1 1
2 1

. (1 2 3 45 (55 15

AA_(11111 S =15 5 )
4 1
5 1

In16
AT — 1 2 3 45 EZ; ~ (In861412331516175761716224000 ~ 62.02062
S\l 111 1 In 74 o In 175504320 ~ 18,9832

In122

Regent: d &~ 0,507, Inc ~ 2,2753, ¢ ~ 9,731.

. Je zobrazeni f, : R* — R? s matici

sinaw  cos«

anlfollan = (

cosa —sin a)

izometrii? Jakou transformaci zobrazeni f, predstavuje?

Reseni:
Zobrazeni predstavuje oto¢eni o thel « proti sméru hodinovych rucicek, zachovava tedy normu
vektort i skalarni sou¢in (tudiz jde o izometrii).
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Miizeme ovérit, ze matice zobrazeni vzhledem ke kanonické béazi je ortogonalni:

tan falian * (kan[ falian)” = (COSO‘ _511104) (COSa —sina>T

sine  cosa sine  cos«

_ cos? a + sin? « cosasina —sinacosa) (1 0
sin v cos o — €os av sin o sin? o + cos? 01

Pr. 8. Necht A, B € R™" jsou ortogonalni matice. Rozhodnéte, zda plati nasledujici vlastnosti:

(a) Matice A - B je ortogonalni.
(b) Matice A + B je ortogonalni.

Resendi:

(a) Plati, jelikoz (AB)(AB)T = ABBTAT = A(I,)AT = AAT = I,.
(b) Neplati, napt. pro A = B = [,, dostaneme matici A + B = 21,,, ktera neni ortogonalni.



