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1. Skalarni soucin, norma

Standardni a nestandardni skalarni soucin

Cv. 1.1 Pyi pouziti standardniho skalarnfho soucinu v R* spoditejte pro vektory = =
(1,1, 1, )T ay=(1,2,4,2)T:
(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy |[z[|, [ly[,

(c) vzdalenost z od y.

Reseni:
(a) Podle definice standardniho skalarniho soucinu je

1
(z,y)=aTy= Z%Z/z = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + TaYs =

=1

=1-1+1-241-44+1-2=0.

(b) Podle definice eukleidovské normy

|7 = (z,2) = VaTa =VI2+ 12+ 12+ 12 = 2,
lyll = /(. 9) = VyTy = V12 + 22+ 42 4 22 = 5.

(¢) Vzdalenost mezi vektory (body) z,y je definovana jako norma jejich rozdilu,
tedy

lz = yll = (0, =1, =3, =1)T|| = V0? + (—11)> + (=3)? + (-1)? = VL.

Cv. 1.2 Pfi pouziti standardniho skalarniho souc¢inu v C3 spoditejte pro vektory z =
(1,3, 1+50)  ay=(1—4,1,1)T:

(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy [l]l, [[yl,

(c) vzdalenost x od y.
Reseni:
(a) Podle definice standardniho skalarniho souéinu je

3
(w,y) =27 = @, = 217, + 227, + 2375 =
i=1

=1-(1+4)+3i-1+(1+5)-1=2+09i.

(b) Podle definice eukleidovské normy

|z = v/ (@, %) = VaTZ = /1 + 3i(—3i) + (1 + 5i)(1 — 5i) = 6,
Il =V 3 =vViT=v0-i)1+i) +1+1=2
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(¢) Vzdalenost mezi vektory (body) z,y je definovana jako norma jejich rozdilu,
tedy

lz = yll = [I(i, =1 + 34, 50)"]| = 6.

Cv. 1.3 Jak vypada mnoZina viech vektorii, které jsou kolmé na vektor y = (1,5,2)7?
Dokézete zavér zobecnit?

Reseni:

Vektor x = (11,2, 23)T je kolmy na vektor y, pokud 0 = (x,y) = x; + Sy +
2x3. Mnozina hledanych vektori je tedy popsana rovnici x; + bxo + 223 = 0
a geometricky tvoif rovinu v prostoru R®. Baze je tvorena napiiklad vektory
(5,—1,0)T, (2,0, —1)T.

Pokud uvahu zobecnime, tak mnozina vektort kolmych na dany vektor y € R™\
{0} je charakterizovana jednou rovnici. Geometricky tato mnozina predstavuje
nadrovinu v prostoru R", tedy je podprostor dimenze n — 1.

Cv. 1.4 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni piedstavuji skalarni soucin na prostoru R?:

(a) <x, y) = 11Y1 + 221Y2 — 2T2y1 + STy,

(b) (z,y) = —z191 + T1Yy2 + T2y1 + 42212,

(c) (z,y) = 21y + T2y1 + 422ys,

(d) (z,y) = 191 + 2x1Y2 + 222y1 + DT2Ys.
R ni:

ese

(a) Ne, protoZe neni splnéna symetrie. Napitklad pro = = (1,0)7, y = (0,1)T
je

<x,y) =2 ?é 2= <y,$>,

(b) Ne, protoZe neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho sou¢inu. Na-
pitklad pro z = (1,0)7 je (x,z) = —1, coz neni kladn4 hodnota.

(¢) Ne, protoZe neni splnéna prvni vlastnost z definice skalarniho souc¢inu. Na-
pitklad pro z = (1,0)7 je (x,2) = 0 coz neni kladn& hodnota.

(d) Ano. Musime ovéfit vlastnosti skalarniho sou¢inu:

e Prvni vlastnost z definice. Upravme

<$, l’> =171 + 2$1$2 -+ 21’2351 + 51’2[E2
= 2% + 4179 + 525 = (21 + 229)* + 235 > 0.
Hodnota je nulova pouze tehdy, kdyZ jsou oba sc¢itance nulové, tedy
kdyz
1+ 2x9 = 0 a zaroven x, = 0.
To nastane pouze pro z = (0,0)7, ¢imZ je prvni vlastnost dokazéana.
e Vlastnost se souctem (z + y, z) = (x, z) + (y, z) plati, protoze

(x+y,2) = (xr1 +y1)z1 + 2(x1 + 1) 22 + 2(22 + y2)21 + 5(22 + Yo) 22,

(@, 2) + (Y, 2) = (X121 + 23120 + 22221 + DT220)
+ (y121 + 2y122 + 2y221 + Hya29).
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e Vlastnost s nasobky (ax,y) = a(y, z) plati, protoze
(o, y) = aryr + 2ax1y2 + 202y1 + Saxays,
alz,y) = a(r1yr + 221y2 + 222y1 + 52ys).

e Symetrie: (z,y) = (y,z) plati, protoze

(x,y) = z191 + 22192 + 22201 + Dx2Yo,
(y,x) = y121 + 2y122 + 2yox1 + Syaa.

Norma indukovana skaldrnim soucinem
Cv. 1.5 Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: x L y plati prave tehdy, kdyz ||z + y||*> = ||z||* + ||y|*.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy predchozi ekvivalence neplati, tj. x,y
nejsou kolmé a presto ||z + y|* = ||z||* + ||ly||*.

() pravime vyraz
Iz +yll* = (z+y, 2 +y) = (z.2) + {y.y) + {z.y) + (. 2) =
= [zl + llyl* + 2z, y).

Tudiz rovnost ||z+y||* = ||z||*+||y||* nastane prave tehdy, kdyz 2(z,y) = 0,
neboli kdyz x 1 y.

(b) Protipitklad nad C: Uvazujme napiiklad vektory =z = (1,0)7, y = (4,0)7.
Nejsou na sebe kolmé, ale

lo+yl* =2=1+1 =]zl + [lyl*

Cv. 1.6 Pfipomenme, Ze stopa matice je definovana jako soucet prvki na diagonéle:
trace(A) = Z .
i=1
(a) Ukazte, ze (A, B) = trace(A” B) definuje skalarn{ soucin na prostoru R™*",

(b) Pro tento skalarni soudin zformulujete Cauchyho—Schwarzovu nerovnost.

(c) Dokazte trace(A)? < n -trace(AT A).

n m n

trace(A” B) = Zn: ATB)y = > (AT);;Bj;. = Zm:aﬁbﬁ.
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Cili vyraz trace( AT B) piedstavuje standardnf skalarni soucin, pokud matici
A asociujeme s dlouhym vektorem, slozenym z jejich prvka

(allz"'aam17a227~"7am27"'aalna-"aamn)-



