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1. Skalarni soucin, norma

Standardni a nestandardni skalarni soucin

Cv. 1.1 Pyi pouziti standardniho skalarnfho soucinu v R* spoditejte pro vektory = =
(1,1, 1, )T ay=(1,2,4,2)T:
(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy |[z[|, [ly[,
(c) vzdalenost x od y.
Cv. 1.2 Pii pouziti standardniho skalarniho souc¢inu v C3 spoditejte pro vektory z =
(1,3i,14+5) ay=(1—1,1,1)T:
(a) skalarni soucin (z,y),
(b) normy |[z[], [lyl,
(¢) vzdalenost x od y.

Cv. 1.3 Jak vypada mnoZina viech vektorii, které jsou kolmé na vektor y = (1,5,2)7?
Dokézete zavér zobecnit?

Cv. 1.4 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni piedstavuji skalarni soucin na prostoru R?:

(a) (z,y) = 1y + 221y2 — 22991 + 522y,
(b) (z,y) = —z1y1 + 21y2 + T2y1 + da2yp,
(c) (z,y) = T1y2 + T2y1 + 422Ys,

(d) (@, y) = z1y1 + 22192 + 22291 + 52290

Norma indukovana skaldrnim soucinem
Cv. 1.5 Pythagorova véta.

(a) Nad R dokazte: x L y plati pravé tehdy, kdyz ||z + y||*> = ||z||* + ||y||*.

(b) Najdéte protipiiklad nad C, kdy piredchozi ekvivalence neplati, tj. x,y
nejsou kolmé a presto ||z + y|* = ||z||* + ||ly||*.

Cv. 1.6 Pfipomenime, Ze stopa matice je definovana jako soucet prvki na diagonéle:

n

trace(A) = Z @i

i=1
(a) Ukazte, ze (A, B) = trace(AT B) definuje skaldrni sou¢in na prostoru R™*™.
(b) Pro tento skalarni sou¢in zformulujete Cauchyho-Schwarzovu nerovnost.
(c) Dokazte trace(A)? < n -trace(AT A).
Cv. 1.7 Dokazte, ze pro kazdé aq,...,a, > 0 plati:

n? <(ap+...+ay)(a;t + ... +ab).
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Norma obecné
Cv. 1.8 Ovsite, 7e ||z|| = |21 — 2x3| + |321 — 422| +|571 — 622| je normou na prostoru R

Cv. 1.9 Bud || - || libovolna realna norma na prostoru R” a bud A € R™ " regularni
matice. Dokazte, Ze ||z||4 = ||Az]| je také norma.

Cv. 1.10 Dokazte ekvivalenci norem

]|, = Z?:l |l

2ll2 = /325 77,

[0 = maxi—,

7777

na prostoru R". Konkrétné ukazte, Ze plati nasledujici vztahy:

[2]lo0 < llzfl < nl[|oc,
1lloe < flzll2 < Vil
ll2 < llelly < Voll]2.

Cv. 1.11 Jednotkova koule v prostoru R™ pii dané normé je definovana jako mmnoZina
vektort, jejichz norma je nanejvys jedna, tedy {x € R™; ||x|| < 1}. Nakreslete
jednotkovou kouli pro nasledujici normy v R%:

(a) maximova norma ||z||. = max{|z|, |z2|},
(b) souc¢tova norma ||z||; = |z1| + |22/,

(c¢) norma ||z|| = max{|z|, |za|, |21 — 22|}



