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(b) Plati
I T N 2% 7 VT % DA YT (28 )]
]| = y| = Iyl = ==~ llvll = :
(v, ) (,9) Iyl Iyl
Zaroven muzeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost |(z,y)| < ||z| - ||y|| pfepsat
do tvaru .y
LY
< [lll;
Iyl

coZ dohromady déava ||z'|| < ||z||. To znamené, Ze norma kolmé projekce je
vzdy shora omezena normou puvodniho vektoru.

(c) Kolmé projekce na piimku p = span{y} méa predpis = — %y. Vyraz
ekvivalentné prepiSeme

(xy)  aly 1

y=—y=—I(z"y)y.
w.y)”  yTy~ YTy

Protoze (z7y)y = y(yTz) = yy’ z, miZzeme projekci psat ve tvaru
L7
—Yy .
y'y
Vidime, ze A = ﬁny je maticovy predpis kolmé projekce na piimku
p = span{y}.
(d) V zasadé dosadime do vzorecku pro projekei konkrétni hodnoty. Spoéitame

(x,y)=3-2—2-145-1=9, (y,y)=2-24+1-1+1-1=6.

Projekce tedy odpovida vektoru %y =3y =23(2,1,1)".

Cv. 3.8 Urcete ortogonalni projekei p vektoru a = (2,2,1,5)7 do podprostoru generova-
ného ortonormalnimi vektory

B= {5 5D Gobd-bT Chobb D7)
Dale urcete souradnice této projekce [p]p vzhledem k bazi B.
Reseni:

Protoze B je ortonormélni bazi daného podprostoru, mizeme postupovat pirimo
podle véty o projekci, ktera tika, ze

kde
21 = (%7 %7 %7 %)Tu 22 = (%7 _%7 %7 _%)T7 z3 = <_%7 _%7 %7 %)T

Spocitame Fourierovy koeficienty

(a,z1) =5, (a,2z0) = =2, (a,z3)=1.
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Hledana projekce p se uréi jako

3
p= Z(a, 2)z = bz — 229 + 123 = (1,3,2,4)7.

i=1
Dale vidime, Ze soufadnice vektoru a vzhledem k bazi B = {z1, 29, 23} odpovidaji

Fourierovym koeficienttim, a tedy [p|p = (5, —2,1)T.

Cv. 3.9 Urcete vzdalenost bodu A = [5, 5, 3, 3] od roviny p prochézejici po¢atkem a body
B=1[0,1,-1,0a C = [4,-2,2,—-1].
Reseni:
Spocitame projekci A’ bodu A do roviny p a hledana vzdélenost je potom vzda-
lenost A od A'.

Abychom postupovali podle standardniho postupu, ozna¢me vektory
a= (55,337 b=(01,-1,07" c=(4,-2,2 ~1)".

Pro vyjadreni projekce potfebujeme ortonormalni bazi roviny p = span{b, c}.
Budeme tedy postupovat Gramovou—Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na
vektory b, c:
13 _ V2
z1 = Wb = 7(0, ]., —]., O)T,
Y2 = C— <C> Zl>zl = (4a _2a 2> _l)T - (_Qﬂ)g(oa 1> _1> O)T = (4a O> Oa _1)T’
2y = ey = ¥1(4,0,0, -1)7

lly2ll

a dostaneme ortonormalni bazi zi, z3. Projekce a’ vektoru a do roviny p mé
potom tvar

a = {a,z)z1 + {(a,21)2
= /242(0,1,~1,0)T + VI7¥Z(4,0,0,-1)T
=(4,1,-1,-1)",

Nakonec spoc¢itame pozadovanou vzdalenost a od a’ jako
la—a'll = 11(5,5,3,3)" — (4,1, =1, =1)"|| = [|[(1,4,4,4)"[| = 7.
Zéavér: Vzdalenost bodu A od roviny obsahujici o, B a C' je 7.
Cv. 3.10 Pri standardnim skalarnim sou¢inu urcete vzdalenost ¢ € R™ od
(a) podprostoru a’z = 0, kde 0 # a € R",
(b) podprostoru a’x = b, kde 0 # a € R", b € R.
Resent:

(a) Vzdélenost ¢ od nadroviny a’z = 0 se rovné vzdalenosti ¢ od jeho pro-
jekce ¢, na tuto nadrovinu, tedy normé vektoru ¢ —c¢,. Vypocet ale vyrazné
usnadnime, pokud si uvédomime, Ze vektor ¢, = ¢ — ¢, je vlastné projekce
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vektoru ¢ na ortogonalni doplnék k nadroving, coz je ptimka span{a}. Pro-
jekci na primku span{a} umime jiz vyjadfit jako

(c,a) cla

= a.
"o (aa) af?
Velikost tohoto vektoru je rovna hledané vzdélenosti

‘ _ lc"al
lafl?

CTCL

lal”

|c"a|

lenll = a lall =

lall

(b) Ulohu pfevedeme na piedchozi pifpad, a to tak, Ze vektor ¢ a nadrovinu
a’r = b presuneme o stejny vektor d tak, aby dana nadrovina prochézela
pocatkem.

Jak najit vektor d? Chceme v zasadé rovnici a’z = b piepsat do tvaru
a’(x +d) = 0. Porovnanim obou rovnic dostaneme a’d = —b. Pro vektor d
méame nekonecné mnoho moznosti jak jej zvolit, ale feSeni s jednoduchym
predpisem je d = —%a.

Posunutim o vektor d se vzdalenosti mezi objekty nezméni a tlohu tak

prevedeme na predchozi piipad hledani vzdalenosti vektoru ¢ — %a od

nadroviny a’x = 0. Dosazenim do vzorce dostédvame

|(c — &a)Tal |cTa — b

Cv. 3.11 Rozlozte u = (3,2,6)” nasoucet u = v+w, kdev € V = span{(1,0,0)”,(0,1,1)"}
aw €Vt

Reseni:

Vektor v urc¢ime jako kolmou projekci u do podprostoru V. Poté dopocitame
w = u — v. Matice projekce do V ma tvar P = A(ATA)'AT, kde

1 0
A=101
01
Dosazenim dostavame
1 2 00 3 3
v = Pu= 3 011 21 =14
011 6 4

w=u—v=(3206)7" (344" =(0-2,2)7"

Alternativné by bylo mozné spocitat vektor u pomoci Gramovy—Schmidtovy
ortogonalizace, kde bychom ortogonalizovali vektory (1,0,0)7, (0,1,1)7, a poté
spocitali projekci s vyuzitim ortonormalni baze.

Jesté jiny postup je vypocitat nejprve vektor w, a teprve potom vektor v jako
v = u—w. Vyhoda tohoto postupu spoc¢iva v tom, ze vektor w je projekci vektoru
u do podprostoru V+. Protoze V+ = span{(0,1, —1)"}, jedna se o jednoduchou
projekci na primku.
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Metoda nejmensich ¢tverci

Cv. 3.12

Cv. 3.13

Cv. 3.14

Pomoci projekce najdéte nejlepsi ptiblizné feseni z’ soustavy Ax = b, kde

2 1 0 10
4 2 0 5
A= 2 -4 -1 b= 13
1 -2 2 9

Vsimnéte si, ze sloupce matice A jsou vzajemné kolmé.
Urcete také velikost chyby ||Az" — b].

Dostanete stejna fegeni jako feSeni soustavy AT Ax = ATH?

Reseni:

Priblizné Teseni dané soustavy nalezneme jako souradnice projekce vektoru b do
sloupcového prostoru S(A) matice A. ProtoZe sloupce aj, as a az matice A jsou
vzajemné kolmé, je projekce vektoru b do sloupcového prostoru A piimo dana
predpisem

<b, az-)

Tl a; = 3a; — 2ay + az = (4,8,13,9)".

NE

bs(a) =
i=1
Hledané koeficienty jsou tedy 2’ = (3,—2,1)T. ProtoZe sloupce matice A jsou
navzajem ortogonalni (a tedy linedrné nezavislé), je nalezené z’ urcené jedno-
znacné.
Vysledna chyba je
[Az" — b]| = [|bs(a) — bl| = v45.

Na zévéretnou otazku je odpovéd ,ano“, coz je znamo z prednéasky. Vysledné
feSeni je stejné jako feSeni soustavy normaélnich rovnic AT Az = ATb. Protoze
matice A ma linearné nezavislé sloupce, tak matice A7 A je regularni a soustava
normalnich rovnic m4 jediné feeni 2’ = (3, —2,1)7.

Metodou nejmensich ¢tvercu spocitejte priblizné feseni soustavy Ax = b, kde
A=(1,...,1)7T se sklad4 ze sloupce jednicek a b € R™.

Reseni:

Vyjadienim soustavy normalnich rovnic AT Az = ATb dostavame

n
n-x= E b;,
i=1

tedy pfibliznym fesenim metodou nejmensich ¢tverct je aritmeticky primeér x =
%Z?:l b; prvku vektoru pravych stran b.

Hookiiv zakon vyjadiuje linearni tmérnost pruzné deformace materidlu na po-
uzité sile. Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pratahu pruziny (v palcich)
v zévislosti na sile/hmotnosti (v librach). Odhadnéte koeficient tmérnosti.

slla F | 5 7 8 10 12
pritah ¢ [ 11,1 154 175 22 26,3
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Reseni:

Pro zadané hodnoty sily F' a prutahu ¢ hledame koeficient ¢, pro ktery plati
cF = ¢ (napf. pro prvni sloupec tabulky ¢-5 = 11,1). Chceme tedy Tesit soustavu
Ax = b tvaru

5 11,1
7 15,4
8 c=|175
10 22

12 26,3

Tato soustava nema feseni, vyuzijeme proto metodu nejmensich ¢tverci. Pro
tuto soustavu dostavame normalni soustavu rovnic AT Az’ = ATb s matici

5

7
ATA=(5 7 8 10 12) | 8 [ =382

10

12

a vektorem pravych stran

11,1
15,4
A"h=(5 7 8 10 12) | 17,5 | =8389.
22
26,3

Priblizné feSeni 2’ dava smérnici piimky (- koeficient tmérnosti)

c=(ATA) T ATh =~ 2,1961.
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4. Ortogonalni matice

Cv. 4.1 Rozhodnéte, zda nasledujici matice jsou ortogonalni:

11 e 1 2 1 =2
A= , B= C?SQ S a , C== 1 2 2
1 -1 sino  CcosQ 3 9 9 _1

Reseni:
Matice @ € R™ " je ortogonalni pravé tehdy, kdyz QT Q = I,,. Staci tedy overit
tuto vlastnost pro zadané matice. Pro prvni matici spocitame

2 0
TA
ATA = (0 2),
takZze matice neni ortogonalni. Sloupce matice sice tvori ortogonalni bazi pro-

storu R?, ale nikoliv ortonorméalni bazi. Poznamenejme, Ze matice %A by jiz
ortogonalni byla.

Pro druhou matici spocitdme

2 ;2
T [CosTa+sin”a 0 (1 0
BB_( 0 sin2a+cor52a)_(0 1)’

kde jsme vyuzili goniometrickou identitu sin® o + cos? @ = 1. Matice B je tudiz
ortogonalni.

Kone¢né pro tieti matici mame CTC = I3, takze je také ortogonaln.
Cv. 4.2 Bud H(u) = I, — —#-uu”, u # o, Householderova matice.
(a) Dokazte, ze H(u) je symetricka.
(b) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

(¢) Rozhodnéte, zda I,, je Householderovou matici pro ur¢ité u # o.

Reseni:
(a) Ovéifme
T 2 o\ _ 2 T
Hu)" = (In — U ) =1 - m(uu )y =1I,— o = H(u),

tudiz je H(u) symetricka.

(b) Ovéfime ortogonalitu Houscholderovy matice z definice:

H(u)H(u) = H(u)H(u) = (In - %UUT> <1n - ug—uuuT)

_ T T

= In — ZWUU + (UTU)QUU uu
4 T 4 T

=1, — g + —(uTu)Qu(
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4 5 AwTu) 4

=1, — —uu U
ulu (uTu)?
4 4
=1, — TuuT + TuuT =1,.
ulu ulu

V tpravich jsme pouzili vztah u(u?u)u? = (u?u)uu®, ktery plyne z toho,
7e (uTu) je skalar, a tudiZ lze z celého vyrazu vytknout na zactek.

(¢c) Rovnost H(u) = I, nemuZe nikdy nastat, protoZe by to znamenalo, Ze
u%—uuuT = 0. A tato rovnost nenastane (pro u # 0 rovnost neplati a pro
u = 0 bychom ve zlomku délili nulou).

Cv. 4.3 Necht P € R™™ @ € R™" jsou ortogonalni. Je blokova matice

P 0
1= (5 o)
ortogonélni?
Reseni:
Ano a lze to nahlédnout nékolika zpusoby.

Prvni zptisob je p¥imo z definice tim, Ze ovéiime rovnost ATA = I,
PT 0 P 0 PTP 0 I, O
T _ _[(im _
wa= ("5 @) (0 @)= ("0 are) = (5 1) =t

Druhy mozny zpusob vyuziva charakterizace, ze matice A je ortogonalni pravé
tehdy, kdyz jeji sloupecky tvori ortonormalni systém. To znamené, Ze sloupce A
musi byt navzajem kolmé a mit jednotkovou velikost:

e Pokud zvolime dva sloupce z prvniho bloku matice A, tak budou na sebe
kolmé, protoze matice P je ortogonalni. Pokud zvolime dva sloupce z dru-
hého bloku matice A, tak budou na sebe kolmé, protoze matice @) je orto-
gonalni. Zbyva pripad, kdy zvolime jeden sloupec z prvniho bloku a druhy
z druhého bloku. I pak budou vektory na sebe kolmé diky nulovym slozkdm
pod matici P a nad matici Q).

e Konecné sloupce matice A maji jednotkovou velikost, protoze ji maji sloupce
P i Q a pridanim nulovych slozech se velikost nezmeéni.

Cv. 4.4 Najdéte vSechny

(a) diagonalni ortogonalni matice fadu n,

(b) diagonalni unitarni matice radu n.
Kolik jich je?

Reseni:
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(a) Diagonélni matice (s libovolnymi prvky na diagonale) ma vzdy ve sloupcich
ortogonélni systém. Takze aby matice byla ortogonalni, musi mit sloupce
jednotkovou velikost. Tudiz pro kazdy prvek na diagonale musi platit |a;| =

1, coz znamena, ze a; = 1 nebo a; = —1. Matice tedy ma tvar
+£1 0 ... O
0 =+£1
0
0 0 =+£1

Takovychto matice je 2".

(b) Analogicky jako v predchozim piipadé pro hledané matice plati |a;| = 1.
Jelikoz jsou tentokrat prvky matice komplexni ¢isla, je prvek a;; jakékoli
¢islo na komplexni jednotkové kruznici, napiiklad 1, —1, ¢, —i, nebo %+ %i.
Téchto ¢isel je nekoneéné mnoho, takze i matic daného typu je nekonecéné
mnoho.

Cv. 4.5 Které z matic elementarnich tprav jsou ortogonalni?
Reseni:
Jsou to pouze dveé:
1. Matice prohozeni dvou radka E;.
2. Matice E;(+1) vynasobeni radku ¢ ¢islem +1.
Snadno ovérime, ze obé tyto matice jsou ortogonalni. A naopak, zadna jiné uz

ortogonalni neni.

Cv. 4.6 Bud p € S, permutace a P € R™*" permutacn{ matice definovana tak, ze P;; =1
pokud i = p(j) a nula jinak.
(a) Jakou tupravu na matici A € R"*" vykona operace PA?

(b) Nahlédnéte, ze P vznikne z jednotkové matice zpermutovanim jejich fadka
podle p.

(c) Dokazte, ze P je ortogonalni matice.

(d) Necht @ je permutacni matice odpovidajici permutaci ¢. Jakd matice od-
povida permutaci p o q7

(e) Jakd permuta¢ni matice odpovid4 permutaci p~'?

(f) Jakou upravu na matici A € R"*" vykona operace AP?

Reseni:
(a) Sou¢in PA zpermutuje fadky matice A podle permutace p.
Diikaz. Radek p(i) matice PA ma tvar

(PA)p(Z),* == Pp(z),*A == GZTA = Ai,*-

Tudiz v fadku p(7) matice PA je i-ty fadek puvodni matice A.
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(b) Z predchoziho bodu muZeme na matici P = PI,, pohlizet jako na jednot-
kovou matici, jejiz fadky zpermutujeme podle p.

(c) P je ortogonalni, protoze jeji fadky tvoii ortonorméalni systém vektort, jsou
to vlastné zpermutované jednotkové vektory.

(d) Permutaci p o ¢ odpovida matice PQ.
Diikaz (z vgznamu). Pisme PQ = P(QI,), tudiz matice PQ vznikne z jed-
notkové matice tak, ze nejprve zpermutujeme fadky podle permutace ¢ a
pak podle permutace p, coz je totéz, jako kdyz je zpermutujeme podle pogq.
Dikaz (z definice). Kdy nastane situace (PQ);; = 17 Protoze (PQ);; =
P, Q. ;, tak situace nastane pravé tehdy, kdyz i-ty radek matice P i j-ty
sloupec matice ) jsou stejné jednotkové vektory, napf e;,. Protoze P; , = ef,
je i = p(k). Protoze Q.; = ek, je k = ¢(j). Tudiz i = p(k) = p(q(y)) =
(peq)y)-

(e) Protoze PT = P71, tak mame PTP = I,. TudiZ permutaci p~! odpovida
permuta¢ni matice P7.

(f) Soucin AP zpermutuje sloupce matice A podle permutace p~*.
Diikaz. Tvrzeni muzeme snadno nahlédnout z predchozich bodu tak, ze
vyjaditme AP = (PTAT)T | ¢ili matice PT AT zpermutuje fadky matice AT
podle permutace p 1.

Cv. 4.7 Rozhodnéte o platnosti vyroku:
(a) Méa-li regularni matice A € R™*" navzajem kolmé radky, pak ma i navzajem
kolmé sloupce.

(b) Mé&-li matice A € R™*™ navzajem kolmé radky velikosti 1, pak méa i navza-
jem kolmé sloupce.

Reseni:
(a) Neplati, uvazujme napifklad matici A = (3 3'). Jeji fadky jsou na sebe

navzajem kolmé, ale sloupce na sebe navzajem kolmé nejsou.

(b) Plati, protoze matice je nutné je ortogonalni.



