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Cv. 6.3 Pomoci determinantu urcete obsah trojuhelniku s vrcholy

(a) a= (1,17, b= (2,57, c = (3,2)7T,
(b) a=(1,3,1)7, b= (3,337, c=(3,1,2).

Reseni:

(a) Trojthelnik posuneme o vektor —(1,1)%, tedy tak, aby vrchol a piesel do
pocatku. Dostaneme trojihelnik s vrcholy ' = (0,0)1, 0/ = (1,4)1, ¢ =
(2,1)". Uvazujme matici

1 4
-2 1)

jejiz fadky jsou tvoreny vektory b, c. 7 geometrické interpretace deter-
minantu vime, Ze hodnota | det(M)| udava obsah rovnobézniku, urc¢eného
vektory ', ¢’. Zadany trojihelnik mé polovi¢ni obsah, proto je hledana hod-
nota

7
5
(b) Postupujeme analogicky, jako v predchozim piipadé. Posuneme trojihel-

nik o vektor —(1,3,1)T, ¢mZ se vrchol a posune do pocatku. Dostaneme
trojuhelnik s vrcholy @’ = (0,0,0)", ¥ = (2,0,2)", ¢ = (2,—2,1)". Nyni

sestavime matici
2 0 2
M = (2 —2 1) ’

jejiz fadky jsou tvoreny vektory b, ¢. Protoze matice neni ¢tvercova, obsah

rovnobézniku, uréeného vektory ', ¢, urc¢ime nyni podle obecnéjsiho vzorce
/det(MMT). Zadany trojuhelnik méa opét poloviéni obsah, ¢ili

1 1
Zldet(M)| = =| — 7| =
5l det(M)] = 5[ = 7]

1 1 8 6 1
— T = —_— = — pu—
2\/de’c(]\ﬂw ) 5 det (6 9> 2\/36 3.

Cv. 6.4 Urcete objem elipsoidu, ktery vznikne obrazem jednotkové koule pfi zobrazeni

x — Az, kde
2 3 2
A=15 2 1
4 3 1
Reseni:

7, geometrické interpretace determinantu vime, Ze linedrni zobrazeni x — Ax
méni objemy s faktorem | det(A)|. Jednotkova koule mé objem 3 a determinant
je roven det(A) = 9, ¢ili elipsoid ma objem 3| det(A)| = 379 = 12

Adjungovani matice

Cv. 6.5 Spocitejte adjungovanou matici k matici A a ovéite vztah Aadj(A) = det(A)7,

@ a=(5 7).
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(b) A=

O~ =
=N O
— O N

Resend:

(a) Adjungovanou matici spo¢itame podle definice. Adjungovana matice adj(A)
ma stejny rozmér jako matice A a jeji prvky jsou urcené vzoreckem adj(A);; =
(—1)" det(A?"), kde A7 predstavuje matici A po odstranéni j-tého radku
a 1-tého sloupce. Dostaneme

. 4 =2
adj(A) = (_3 1 ) .
Vztah Aadj(A) = det(A)I, ovéfime snadno dosazenim
. 1 2 4 =2 -2 0
Aadj(A) = (3 4> (_3 1 > = ( 0 _2> = det(A) L.

(b) Postupujeme opét podle definice. Pro ilustraci ukazeme detailné vypocet
prvniho Ffadku adjungované matice:

adj(A)1 = (—1)"* det(A™) = det G g) — 9.

adj(A)p = (—1)'*?det(A*!) = — det ((1) ?) = 9,
; 1+3 31 0 2
adj(A)12 = (—1)""" det(A”) = det 5 o) = 4.

Zbylé prvky dopocitame analogicky. Nakonec dostaneme

2 2 -4
adj(A)=[-1 1 2
1 -1 2

102\ /2 2 -4 400
Aadj(A)=(1 2 0| |-1 1 2 |=[0 4 0] =det(A)L.
011/ \1 -1 2 00 4

Cv. 6.6 Vyjadiete adj(¢b).

Reseni:
Podle definice uréime jednotlivé prvky adjungované matice:

ol )-(43)
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Cv. 6.7 Spocitejte adjungovanou matici k néasledujicim maticim:

(a) I,
d 0 ... 0
(b) D= 0 d,
) SO
0 0 d,
Reseni:

(a) Zde muzeme vyuzit vzorecku, Ze pro regularni matici A plati adj(A) =
det(A)A~t. V nasem pifpadé adj(I,) = det(L,)I; 1 = I,.

(b) Zde musime postupovat z definice, protoZe obecna diagonalni matice nemusi
byt reguldrni. Mimodiagonalni prvky adjungované matice budou nulové,
protoze odstranénim j-tého radku a i-tého sloupce z matice pro i # j
dostaneme singularni matici (ma nulovy radek). Pro i-ty prvek na diagonéle

mame o )
adJ(D)ZZ = (—1)24_Z det(D”) = dl e di—ldi—i-l e dn
Tudiz
dy...d, 0 . 0
0 dids . ..d, :
adi(D)=|
' 0
0 0 dyi...dp1

Cv. 6.8 Vyjadrete det(adj(A)) vzoreckem pomoci det(A).
Reseni:
Rozlisime dva pripady:

1. Necht A je regularni: Potom podle znamych vzorci vyjadiime

det(adj(A)) = det(det(A)A™") = det(A)" det(A™")
= det(A)"det(A) ™ = det(A)" .

2. Necht A je singularni. Potom det(A) = 0 a tudiz Aadj(A) = det(A)I, = 0.
Rozlisime dva podpiipady: Pokud je A = 0, potom adj(A) = 0 a dostaneme
det(adj(A)) = 0. Pokud A # 0, potom adj(A) je singularni, nebot regularni
matice se nemuze s nenulovou matici vynasobit na nulovou (coz pokryva definici
regularni matice, ktera 1ika, ze s nenulovym vektorem se nemiize vynasobit na
nulovy vektor). Tudiz opét dostavame det(adj(A)) = 0.

Zaver: Zahrnuvse oba piipady, mizeme tvrdit, ze det(adj(A)) = det(A)" .
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Cv. 7.1 Vlas

7. Vlastni cisla — zaklady

tni vektor matice A € R™*™ reprezentuje smér, ktery se pii linearnim zob-

razeni f(x) = Ax zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze piimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Pfislusné vlastni ¢islo matice

pak
Nasl

predstavuje skalovani v tomto invariantnim sméru.

edujici matice reprezentuji geometricka zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich

vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svétlit:

(a)

2 0
=(2)

eni:

es
(a)

Linearni zobrazeni f(x) = Az odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru
x, tedy

f ((.711, IQ)T) = 2(]11, IQ)T.
Libovolny nenulovy vektor z € R?\ {(0,0)} je proto vlastnim vektorem ma-
tice A — zobrazeni f ho dvakrat prodlouzi, ale nezméni jeho smér. Vlastnim
¢islem matice A je A = 2 odpovidajici skalovani vektoru x pri zobrazeni f.

Hp;

A?,’g

V2

U1 A?,‘]

Lineéarni zobrazeni f(z) = Bz odpovida dvojnasobnému zvétseni vektoru z
v prvni soufadnici, tedy

f((21,22)") = (221, 20)".

Vektory na ose x; se dvojnasobné prodlouzi a nezméni sviij smér — kazdy
vektor ve tvaru (a, 0) pro o € R\ {0} je tedy vlastnim vektorem matice B
s prislusnym vlastnim ¢islem \; = 2.
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Vektory na ose x5 se pii zobrazeni f nezméni, proto také kazdy vektor (0, av)
pro o € R\ {0} je vlastnim vektorem B a odpovidé vlastnimu ¢islu Ay = 1.
Vektory mimo osy pii zobrazeni f méni smér.

L2
1,/
vy = Buy A B
— L1
U Bu,
(c) Linearni zobrazeni f(x) = Cz odpovida zkoseni a zaroven zvétSeni, pro

zobrazeni plati

f ((Zlfl,l'g)T) - (2331 + 9, 21’2)T.

Vlastni vektory matice C' jsou vSechny nenulové vektory («,0) lezici na
ose x1, protoze tyto vektory pii zobrazeni f smér neméni. Tyto vektory
zobrazeni dvojnasobné prodluzuje, protoze plati

f((2,0)") = (20,0)" = 2(e, 0)",

prislusné vlastni ¢islo je tedy A = 2.

T2

Linearni zobrazeni f(r) = Dx odpovida kolmé (ortogonalni) projekci na

osu 1. a 3. kvadrantu (tedy pifimku x; = x5), plati

f ((xl, 932)T) = %(531 + X9, 71 + Iz)T-

Nenulové vektory lezici na této ose se pii projekci f zobrazi samy na sebe,
jsou tedy vlastnimi vektory matice D. Neméni se ani velikost a orientace
téchto vektort, odpovidajici vlastni ¢islo je proto Ay = 1.
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X2

U2 vy = Dy

> L1
D'Z'Q

Dalsimi vlastnimi vektory jsou vSsechny nenulové vektory kolmé na osu 1. a
3. kvadrantu, tj. vektory ve tvaru (—a, ) pro o € R\ {0}. Tyto vektory se
pii projekei f zobrazi do pocatku (0,0), odpovidajici vlastni ¢islo je Ag = 0
(vektory se 8kéluji na 0O-nasobek puvodni délky). Muzeme snadno ovérit,
7e podminka 7 definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru je splnéna i pro

tento pripad:
1/1 1\ [—« 0
pe=z (1) (3)= () -0=

Cv. 7.2 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nésledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznacné?

wa=(g %),

m5=(5 ).

2 -1 2
e C=|5 -3 3
~1 0 -2

(a) Charakteristicky polynom matice A vzhledem k proménné \ je polynom
pa(A) = det(A — A1,,).

Jelikoz jsou vlastni ¢isla matice A pravé kofeny polynomu p4(A), miZzeme
charakteristicky polynom vyuzit pro jejich vypocet.

Pro zadanou matici A dostaneme charakteristicky polynom

6 —3-2A
— (2= A)(=3—)\)—6-6.

pa(A) = det(A — M) = det (2 A6 )

Déle muzeme tento polynom upravit a najit jeho koreny:

paAA)=2=MN(=3-X)—6-6=X+X—-42=(A—-6)(\+7).
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Koteny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou hodnoty A; = 6 a
Ao = —T.

Vlastni vektor piislusny k danému vlastnimu ¢islu A najdeme jako béazi
jadra matice A — AI,,. Pro vlastni ¢islo A\; = 6 tedy hledame bazi jadra

matice
2—06 6 (-4 6
6 -3—-6) \6 —=9)°

kterou tvoii napt. vektor z; = (3,2)7. Podobné pro Ay = —7 hledame bézi
Ker(A — A2 15), tj. bézi jadra matice

P76 )= 1Y)

Tu tvoif napi. vektor xo = (2, —3)7.

Matice A ma tedy vlastni ¢islo A\; = 6 s odpovidajicim vlastnim vektorem
z1 = (3,2)T a vlastni ¢islo Ay = —7 s odpovidajicim vlastnim vektorem
1y = (2, —3)T. Vlastni vektory nejsou uréeny jednozna¢né — kazdy nenulovy
nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem.

Charakteristicky polynom matice B je
0—Xx 1
pe(A) =det(B — Aly) = det ( 9 9_ A)
=-A2-A)+2=N—-2"+2.

Tento polynom mé pouze komplexni kofeny, a to

R ey
_ & _

Vlastni vektor pro A\; = 1 + ¢ tvoii bazi jadra matice

(0_(—12“) 2—(11+z')> B (_1—;Z 1iz>

Béazi jadra najdeme (stejné jako pro realné matice) pomoci Gaussovy eli-
minace. Pfi¢tenim (—1 + ¢)-nasobku 1. fadku k 2. fadku dostaneme:

(_1—;Z 12) - (—2+ (—_11—_i)i(—1+z') 1—i+11(—1+i)> -

—1—q 1 —1—-1 1
—242 1—i—-1+1 0 0)°

Vsechna feSeni soustavy (B —A;lz)z = 0 jsou ve tvaru z(1, 1+14) pro z € C.
Hledanym vlastnim vektorem je tedy napi. vektor x; = (1,1 + 7).

A2 142

Vlastni vektor x5 pro druhé vlastni ¢islo Ay = 1 — ¢ tvofi bazi jadra matice

(0—(_12—1) 2—(1—2’)) B (_1——2H 112)

a je to napf. vektor xp = (1,1 — )7,

Matice B ma tudiz vlastni ¢islo A\; = 1 + 4 s odpovidajicim vlastnim vek-
torem x; = (1,1 +4)7 a vlastni ¢islo Ay = 1 — i s odpovidajicim vlastnim
vektorem zy = (1,1 —14)7.
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(¢) Postupujeme obdobné jako u matic 2 x 2. Charakteristicky polynom matice
C vyjadiime pomoci determinantu:

2—A —1 2
po(A) = det(C — Al3) = det 5 =3-=A 3 =
—1 0 2=
S (2= N (=3 = A)(=2= N+ (=1) 3 (=1)+2:5-0—
-2 (=3=X)-(-1)=3:-0-(2=XA)—(=1)-5-(=2—=21)

= —(A+1)%
Matice C' méa tedy vlastni ¢islo A = —1. Dale najdeme bazi jddra matice
2—(-1) -1 2 3 -1 2
5 -3 —(-1) 3 =5 -2 31,
-1 0 —2—(=1) -1 0 -1

kterou tvori napt. {(1,1,—1)7}. Matice C' ma (trojnasobné) vlastni &islo
A = —1, kterému pifslusi jeden vlastni vektor x = (1,1, —1)7.

Cv. 7.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 O
A=12010 3
0501 0
4 8 07 -3
Reseni:
Charakteristicky polynom matice A opét dostaneme jako determinant
3—A 2 0 1 —2
0 2—-X 0 0 0

pa(A) = det(A — \I5) = det 2 0 1-X 0 3
0 5 0 1—A 0
8 0 7T =3-=A

Pro vyjadreni determinantu této matice je vyhodné pouzit Laplacetv rozvoj,
napf. podle 2. fadku (obsahuje jediny nenulovy prvek), nasledné podle 4. fadku
a nakonec podle 3. sloupce. Tim dostaneme charakteristicky polynom

3—XN =2
pa) = = - -nae (P2
=—(2=N(1=N?*1+N).
Vlastni ¢isla matice A jsou tedy 2, 1 (trojnasobné) a —1.

Cv. 7.4 Zname tfi vlastni ¢isla matice

10 0 7 -7
4 5 2 =2
4= 16 4 15 -8 |’

30 4 26 —19



