42 7. Vlastni cisla — zdklady
ato Ay =3, Ao = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
Reseni:
K feseni tulohy miuzeme vyuzit znalost vztaht mezi sou¢inem vlastnich cisel a
determinantem matice, respektive mezi souc¢tem vlastnich ¢isel a stopou matice:
det(A) = Ay -+ A\, trace(A) = A1 + ... + A\,

Vypocet determinantu je pracnéjsi, ale i vyuziti tohoto vztahu vede k feSeni.
Determinant matice A muzeme spocitat napr. Gaussovou eliminaci, dostaneme
det(A) = —420. Pro zbylé vlastni ¢islo potom plati

det(A) = —420 = )\1)\2)\3)\4 =3- (—4) -5 )\4,
tedy Ay = —420/(—60) = 7.
Vyhodnéjsi je ale pouzit vztah mezi souctem vlastnich ¢isel a stopou matice.
Stopa matice je soucet prvku na diagonale, tedy

4
trace(A) = » a; =10+5+15—19 =11.
i=1

Protoze je stopa matice zaroven rovna souctu vlastnich ¢isel, plati pro zbylé
vlastni ¢islo

M=11-XA =X —XA3=11-3+4-5=T.

Cv. 7.5 Matice A ma vlastni ¢isla A, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory 1, ..., x,.

Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

(a) matice A?

(b)

(c¢) matice A+ al,,
(d) matice AT.

matice oA,

eseni:

(a) Necht )\; je vlastni ¢islo matice A a z; je jemu piislusny vlastni vektor. Pak
podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru plati Axz; = \;x;. Jak se
bude chovat z; pii prenasobeni A%? Dostavame

Vlastni ¢islo A\; se umocni na druhou a vlastni vektor x; zistane stejny.

Matice A% ma tedy vlastni vektory zi,...,z, a jim odpovidajici vlastni
cisla Af, ... A2

(b) Opét dle predpokladu plati Az; = A\;x;. Podobné jako v predchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek aAx;. Dostavame

(aA)z; = a(A x;) = a(Nx;) = (aN)xy,

Matice oA ma vlastni vektory xi,...,x, a jim odpovidajici vlastni ¢isla
O!)\l, e ,O!)\n.
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Cv. 7.6

Cv. 7.7

(c) Opét dle predpokladu plati Ax; = A\;z;. Podobné jako v predchozim pii-
kladu se podivame, jak dopadne vysledek (A 4 al,)z;. Dostavame

(A+ aly)x; = Az, + (al,)x; = Ny + ax; = (A + o).

Matice (A 4+ al,) ma vlastni vektory 1, ..., x, a jim odpovidajici vlastni
Cisla My +a, ..., \, + .

(d) Postup z pfedchozich podiloh zde nelze pfimo aplikovat, musime vyuzit
néceho jiného. Muzeme vyuzit fakt, ze vlastni ¢isla matice A jsou praveé ko-
feny jejiho charakteristického polynomu pa(\) = det(A — AI,). Z vlastnosti
determinantu vime, Ze transpozice matice hodnotu determinantu neméni,
tudiz plati

det(A — AI) = det((A — M,)") = det(A” — AL,).

Protoze je ale zaroven det(AT — A\I,,) = par()\) charakteristicky polynom
matice AT, ma matice AT stejnd vlastni ¢isla jako matice A.

Vlastni vektory matice a jeji transpozice mohou byt obecné rizné, napf.
matice A = (3 }) ma vlastni vektory ve tvaru («v,0)” pro a € R\ 0, zatimco
matice AT = (99) ma vlastni vektory ve tvaru (0, @)” pro a € R\ 0.

Ukazte, Ze jeden vlastni vektor matice A € R™"*™ nemuze piisluset riznym vlast-
nim ¢islam.

Reseni:

Bud z vlastni vektor matice A. Pro spor predpokladejme, Ze x piislusi vlastnim

¢islim A1, Ao, pricemz A\; # Aq. Podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru
plati Az = \x a zaroven Azr = \ox. Potom ale dostavame \jx = Ayx, neboli

)\11‘ — )\Q.CC = (/\1 - /\2)1‘ =0.

To znamen4, ze plati A\ — Ay = 0 nebo = 0. Vlastni vektor x je z definice nenu-
lovy, musi proto platit A\; — Ay = 0, a tedy A\ = X3, coz je spor s predpokladem
AL # Ao

Najdéte nejmensi ¢islo o € R tak, ze A + 51, je regularni pro vSechny 8 > «.

Reseni:
Vyuzijeme charakterizace, Ze matice je regularni pravé tehdy, kdyz jsou vSsechna
jeji vlastni ¢isla nenulova. Necht \; > --- > A, jsou ta vlastni ¢isla matice A,

které jsou realné (ta ryze komplexni miuzeme ignorovat). Ze cviceni 7.5(c) vime,
ze se vlastni ¢isla matice (A + (I,) rovnaji A\; + 5 > --- > X\, + 5. Protoze
chceme regularitu pro vsechny 8 > «, musi dokonce platit nezapornost vlastnich
Cisel, My + 6> ---> X\, + 5 > 0. V opacném pripadé, kdy méame jedno vlastni
¢islo zaporné snadno najdeme ' > § takové, ze jemu odpovidajici vlastni ¢islo
(A + p'I,,) bude nulové, a matice bude singularni.

Hodnotu « tedy zvolime tak, ze A\ +a > --- > )\, + a = 0, z ¢ehoz odvodime,
7e o= —\,.
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Cv. 7.8 Zname-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R"*", B € R"™*"™ jak je spocitat pro
matici
A 0
= ?
u ( ! B) .

Reseni:

Ozna¢me vlastni ¢isla A jako Ay, ..., A, a jim odpovidajici vlastni vektory
Z1,...,%y,. Obdobné pro matici B, méjme vlastni ¢isla pq,..., u, a jim od-
povidajici vlastni vektory yi,...,y,. Pro jednoduchost zde predpokladame, ze
existuje plny pocet vlastnich vektort. Ozna¢me Mz = vz jako vlastni ¢islo v a
vlastni vektor z matice M. Muzeme blokové rozepsat

va= (3 5) (2) =G = (2)

Z toho vyplyva, ze Az; = vz, a Bzy = vzy. Vidime, Ze podvektory z1, zo maji
stejné vlastnosti, jako vlastni vektory A a B s tim rozdilem, Zze nepozadujeme
nenulovost obou z nich zaroven (pouze nenulovost celého z). V zavislosti na
nulovosti slozek 27, 29 rozlisime nékolik pripadi:

(a) Pokud z; = o, musi 25 # o (z je vlastni vektor). Dostavame

(0 8) ()= (1) (%)

Vidime, Ze kazdy vektor (o,v;)? je vlastnim vektorem M s odpovidajicim
vlastnim ¢islem ;.

(b) Pokud z3 = o, musi z; # o. Vidime, Ze situace je obdobna jako v pfedchozim
piipadé a proto plati, Ze vektor (x;,0)T je vlastni vektor M odpovidajici
vlastnimu ¢islo ;.

(c) Ptipad, kdy z; = 0 a 2z = 0 nemize nastat, protoze pozadujeme nenulovost
vlastniho vektoru z.

(d) Pokud z; # o, 25 # 0, poté 21 a 2o odpovidaji vlastnim vektoraim A a B. Pro
ty musi platit, ze jim odpovida stejné vlastni ¢islo v. Tedy pokud existuje
A\i = pj, potom z = (z;,y;)7 je vlastnim vektorem M a \; = pu; je jeho
odpovidajici vlastni ¢islo. VSimnéme si nicméné, ze v takovém piipadé je
vektor z = (z;,0)" + (0,y;)” linearni kombinaci jiz nalezenych vlastnich
vektort.

Vlastni ¢isla matice M tedy jsou

>\17"'7)\m7:u17"'7un

a prislusné vlastni vektory

() ()66

Povsimnéme si, Ze vlastn{ vektory tvaru (x;,0)” a (0,y;)” jsou nenulové a linearng
nezavislé (protoze w1, ..., x,, byly linedrné nezavislé a yi, ..., y, také).
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Cv. 7.9

Cv. 7.10

Bud P € R™ "™ matice projekce. Jakd ma vlastni ¢isla a vlastni vektory?

Reseni:

Pro urceni vlastnich ¢isel matice projekce mizeme vyuzit jeji vlastnost, ze opa-
kovana projekce ma stejny efekt, jako projekce samotné, neboli P? = P. Necht
A je vlastni ¢islo P a x odpovidajici vlastni vektor. Dostavame,

P%x = P(Px) = P(\z) = A(Px) = Mz
a zaroven
P%*z = Px = \r.

Z toho plyne, Ze A\ = X\, neboli A(A — 1) = 0. Vlastni ¢isla matice P jsou proto
pouze 1 a 0.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu 1 spliuji Px = x. Z vlastnosti pro-
jekce tento vztah spliji v8echny vektory z € V| kde V' = S(P) je podprostor, do
kterého matice P projektuje. Jako linearné nezavislou podmnozinu vlastnich vek-

tortt zvolime libovolnou bazi prostoru V. Oznac¢ime-li m = dim (V) = rank(P),
tak jsme nasli m vlastnich vektord pro vlastni ¢islo 1.

Vlastnimu ¢islu 0 odpovidaji vektory spliujici Px = o. To jsou ale vektory
x € Ker(P), jako linearné nezéavislou podmnozinu vlastnich vektoru tedy zvolime
libovolnou bézi Ker(P). Z vlastnosti kolmé projekce si miuzeme také uvédomit,
7e Ker(P) = V+. Nasli jsme tedy n — m vlastnich vektord pro vlastni ¢islo 0.

Celkem tak mame m+(n—m) = n vlastnich vektori, takze uz zadné jiné vlastni
vektory, a tim padem ani vlastni ¢isla, neexistuji. Vlastni ¢islo 1 je m-nasobné a
vlastni ¢islo 0 je (n — m)-nasobné.

(12
BudA—(3 4>.

(a) Oveérte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A* jako linearni kombinaci I a A,
(c) Vyjadiete A1 jako linearni kombinace I, a A.

Reseni:

(a) Véta 1ika, Ze pro charakteristicky polynom matice p4 () plati, ze pa(A) = 0.
Urcime

1—A 2

pa(A) = det(A — \,) = det ( 5 4

):A2—5>\—2.

Dosadime A,
A2 ea_or _ (7 10\ (5 10y (2 0\ _ (0 0
pa(4) = A" =54 212—<15 22 15 20 02) \0o0)
(b) Pro vyjadieni A* musime A\* vydélit polynomem p4(A) se zbytkem, ¢im%
ziskdme tvar A* = r(A\)pa(\) + s(\). Po dosazeni A = A dostaneme A? =
s(A), protoze pa(A) = 0. Spocitame

M =7r(A) (A =51 —2) +s())
= (A2 + 51+ 27) (A% — 5A — 2) + 145\ + 54,
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kde zbytek s(\) = 145\ 4+ 54. Dosazenim méame pozadované vyjadieni
At = 5(A) = 145A +5415.
Vztah muzeme ovérit zkouskou — leva i prava strana vyrazu dé stejnou
matici
. 199 290
435 634)°
(¢) Podle Cayleyho-Hamiltonovy véty plati
0=pa(A) =A% —5A - 2I,.
Rovnici vynasobime matici A~ a ziskdme
0=A-5I,—247"

7Z této rovnice uz snadno vyjadiime A~! jako

1 1 /-4 2
_1 + - -
A = 2(A 5-1) = 5 < 5 _1) .
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Cv. 8.1

Cv. 8.2

Cv. 8.3

8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Vysettete vlastnost podobnosti jako relace.

Reseni:
Podle definice jsou dvé matice A, B € C"*" podobné A ~ B, pokud existuje
regularni S € C"*" takova, ze A = SBS™L.

Reflexivita. Nejprve vySetiime, zda je podobnost reflexivni. To by znamenalo, ze
existuje S takova, ze A = SAS™!. Okamzité vidime, Ze za S miizeme dosadit
S = 1I,, tedy podobnost je reflexivni relace.

Symetrie. Symetrie 1ika, Ze pokud A = SBS™!, potom existuje regularni matice
T takova, ze B = TAT~!. Piendsobenim prvni rovnosti matici S=! zleva a
matici S zprava dostavame vyraz ST!AS = B, tedy miiZeme volit T = S~!
Podobnost je symetrické relace.

Tranzitivita. Tranzitivita ika, ze pokud A ~ B a B ~ C', potom A ~ C. Jinymi
slovy, pokud existuji regularni matice S, T takové, Ze A = SBS~ta B =TCT™ !,
poté existuje regularni matice U takova, Ze A = UCU™!. Dosazenim druhé
rovnice do prvni dostavame

A=SBS'=S(TCT 1S =(ST)C(T 'S ) = (ST)C(ST) .

Vidime, Ze za matici U muzeme volit U = ST. Tato matice bude regulérni,
protoze soucin dvou regularnich matic je opét regularni matice.

Relace podobnosti matic je tedy reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je to tudiz
relace ekvivalence.

Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A? ~ B?. Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Reseni:

Pokud A ~ B, potom existuje regularni matice S takova, ze A = SBS~!. Chceme
rozhodnout, zda poté existuje regularni matice T takova, Zze A? = TB*T!
Pomoci prvniho vztahu miZeme matici A? vyjadrit jako

A% = (SBS)(SBS™!) = SB(S™'S)BS™' = SBBS™' = SB2S".

Vidime tedy, ze mizeme volit matici 7' = S, a tudiz implikace plati.

Opacna implikace obecné platit nebude. Ke konstrukei protiprikladu muzeme
vyuzit napiiklad vztahu, ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Zvolme
A =1, a B = —I,. Diagonalni matice maji vlastni ¢isla na diagonale, proto
vlastni ¢islo matice A je 1 s algebraickou nasobnosti n a vlastni ¢islo matice B
je —1 s algebraickou nasobnosti n. Matice A a B tedy nejsou podobné. Nicméné,
A* = I, a B> = (—1I,)(—1,) = I,. Plati dokonce A* = B? a z reflexivity
podobnosti tedy vyplyva, ze A% ~ B2

Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
a) A={0 2 of,
6 —5 1
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Reseni:

K urceni diagonalizovatelnosti matice musime rozhodnout, zda matice ma n line-
arné nezavislych vlastnich vektort. Spocitame tedy vlastni ¢isla matice a urcime,
kolik jim piislusi vlastnich vektord. Jinymi slovy, rozhodneme, zda algebraické
a geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je stejna. Vlastni vektory poci-
tat nemusime, to k rozhodnuti ohledné diagonalizovatelnosti neni potieba (je to
potieba k sestrojeni spektralniho rozkladu, coz zde nepozadujeme).

(a) Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A jakozto kofeny jejitho charakteristic-
kého polynomu. Charakteristicky polynom matice A je

pa(\) =det(A — M3) = =X+ 7\ — 14\ + 8 =
=4 —-N2=N(1-N).

Vlastni ¢isla jsou tedy Ay = 4, Ay = 2 a A3 = 1. Protoze jsou navzajem
rizna, je matice nutné diagonalizovatelné.

(b) Postupujeme stejné jako u matice A, jen zde vyjdou komplexni vlastni ¢isla.
Charakteristicky polynom matice B se rovna pg(\) = A? — 2\ + 2. Kofeny
polynomu pg(A) jsou 1 +1i a1 —i. Opét jsou vlastni ¢isla navzajem razné,
matice je tedy diagonalizovatelné.

(c) Charakteristicky polynom matice C' je po(\) = (5 — A)%. Matice C' ma tedy
vlastni ¢islo 5 s algebraickou nasobnosti 2. Geometricka nasobnost vlastniho
¢isla je rovna ¢islu

rank(C' — A\ly) = rank(C' — 5 - [5) = rank (8 (1)) =1

Proto k vlastnimu ¢islu 0 existuje pouze jediny vlastni vektor, a matice C
tudiz neni diagonalizovatelna.

(d) Matice D je horni trojuhelnikova, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na dia-
gonale. Konkrétné, je to jednonésobné vlastni ¢islo \; = 2 a dvojnasobné
vlastni ¢islo Ay = 7. K prvnimu vlastnimu ¢islu existuje pouze jeden vlastni
vektor, ale jak to bude s druhym vlastnim ¢islem? Hodnost matice

-5
0

O O W
O O W

je jedna, coz znamené, ze k Ay nélezi dva vlastni vektory. Dohromady tak
méame plny pocet vlastnich vektorii, a proto je matice D diagonalizovatelna.
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Cv. 8.4 Rozlozte nasledujici matice na soucin SDS™!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) [—4 1 3|,
—4 0 4
2 0 0\
(b) -4 1 3] ,
—4 0 4
0o 2 =2
(¢c) [T -1 5
2 —4 8
Reseni:

Spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice. Pokud je vlastnich vektort
plny pocet, tj. je jich n linearnd nezavislych, sestrojime samotny rozklad SDS™!
tak, ze diagonalu D budou tvorit vlastni ¢isla matice a sloupce matice S budou
tvorit vlastni vektory matice.

(a) Charakteristicky polynom matice je p(A) = (2 — A\)(1 — A\)(4 — A), vlastni
¢isla jsou tedy 2,1,4. Tém odpovidaji vlastni vektory (1,2,2)%, (0,1,0)7,
(0,1,1)T, které jsou linearné nezavislé. Dostavame

2 00 1 00 2 00 1 0 O
-4 1 3]1=1211 010 0 1 -1
—4 0 4 2 01 0 0 4 -2 0 1

(b) Pro vypodet miZeme vyuzit vztahu matice A a AT. Pokud A = SDS !,
potom
AT = (SDSH = (S)TD"ST = (S )" DS”.

Po dosazeni z predchozi podilohy dostdvame rozklad

0 0 1 0 =2 200 12 2

1 3 =10 1 0 010 010

0 4 0 -1 1 0 0 4 011

(c) Charakteristicky polynom matice je (4 —A)(2—X)(1 —\), vlastni ¢isla jsou
tedy 4,2, 1. Tém odpovidaji vl. vektory (0,1, 1)7, (1,2, 1)T, (2,1,0)7, které
jsou linearné nezavislé. Dostavame

0 2 =2 01 2 4 0 0 1 -2 3
1 -1 5 ]=(121 0 20 -1 2 =2
2 -4 8 1 10 0 01 1 -1 1

Cv. 8.5 Najdéte chybu v nésledujici uvaze: Vyjdéme z rovnice Ax = Az. Je-li vlastni
¢islo A = 0, pak = € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak = € S(A). Protoze
dim Ker(A)+dim S(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektori a je tudiz
diagonalizovatelna.
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Cv. 8.6

Reseni:

Skutecné plati, ze kazdy vlastni vektor nalezi do Ker(A) nebo S(A). Plati ale
opacny smér? Libovolny vektor z Ker(A) je vlastnim vektorem, ktery piislusi
nulovému vlastnimu ¢islu. Ale ne kazdy vektor ze sloupcového prostoru S(A)
musi byt vlastnim vektorem matice A. Napriklad matice

2 3

=6 2)
m4 jediny vlastni vektor z = (1,0)7. Proto prvni sloupec matice je vlastnim
vektorem, ale druhy sloupec neni.
Dokazte pfimo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.
Reseni:
Cayleho-Hamiltonova véta ki, ze pokud pro matici A € C"*" mame charakte-
risticky polynom pa(X) = (=1)"A" + a1 A"t + ...+ a1\ + ag, poté

pa(A) = (-1)"A" + a1 A"+ + @A+ agl, = 0.

Pro diagonalizovatelné matice plati, Ze existuje regularni S takova, ze A =
SDS™1 kde D je diagonalni matice s vlastnimi ¢&isly na diagondle. Dosadme
do levé strany rovnice

(-1)™"(SDS )" +a, (SDS H" ' +---+a;SDS ™ + agl,.
Dale, protoze A* = (SDS 1)* = SD*S~! miiZeme vyraz upravit na
(—1)"SD"S ' +a, SD" 'S+ 4+ a;SDS T + agl,.
Vytknéme z vyrazu matici S zleva a matici S—! zprava, dostdvame
S((=1)"D™ + a, D" '+ -+ a1 D+ agl,)S .

Matice M == (=1)"D" + a, D" ' +-- -+ a1 D + aol,, ma slozky

vy

M. — (_l)non + an—lon_l 4+ +a10+a,0=0 pro ¢ 7& 7,
<_1>n)‘? + an—l/\?_l + -t Fay= pA(/\Z-) =0 proi=j.

Matice M je tedy nulova. Dostavame proto
pa(A)=SMS'=50S"1=0,

¢imz je tvrzeni dokazéno.



