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7. Vlastni cisla — zaklady

Cv. 7.1 Vlastni vektor matice A € R"*" reprezentuje smér, ktery se pri linedrnim zob-
razeni f(x) = Ax zobrazi opét na ten samy smér (méni se tedy pouze velikost
nebo orientace vektoru). Pro vlastni vektor v matice A tedy plati, ze piimka
span{v} se pii zobrazeni f zobrazi do sebe sama. Pfislusné vlastni ¢islo matice
pak predstavuje skdlovani v tomto invariantnim sméru.

Nasledujici matice reprezentuji geometrickd zobrazeni v roviné. Naleznéte jejich
vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory a pokuste se je geometricky vy-
svétlit:

(d) D:%G 1)

Cv. 7.2 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni
vektory nasledujicich matic nad télesem C. Jsou vlastni vektory jednoznacné?

@a=(5 %),
m5=(5 ).

2 -1 2
@ Cc=[5 -3 3
-1 0 -2

Cv. 7.3 Urcete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla matice

3201 =2
0200 0
A=12 010 3
0501 0
4 8 07 =3
Cv. 7.4 Zname t¥i vlastni ¢isla matice
10 0 7 =7
4 5 2 =2
4 = 16 4 15 -8 |’
30 4 26 —19

ato A\; =3, Ao = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni ¢islo.
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Cv. 7.5 Matice A ma vlastni ¢isla A, ..., A\, a jim odpovidajici vlastni vektory 1, ..., x,.
Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory:

(a) matice A?

(b)

(c) matice A+ al,,
(d) matice AT.

b) matice A,

Cv. 7.6 Ukazte, Ze jeden vlastni vektor matice A € R™*" nemitze piisluset riznym vlast-
nim ¢islam.

Cv. 7.7 Najdéte nejmensi ¢islo o € R tak, ze A + 81, je reguléarni pro vSechny £ > a.

Cv. 7.8 Zname-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R"*", B € R™*™  jak je spocitat pro

matici A
0
= ?
M (0 B).

Cv. 7.9 Bud P € R™™ matice projekce. Jakd mé vlastni ¢isla a vlastni vektory?

o (102
Cv. 7.10 Bud A—(3 4>.

(a) Ovérte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A* jako linearni kombinaci I, a A,
(c) Vyjadiete A1 jako linearni kombinace I, a A.
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8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Cv. 8.1 Vysetiete vlastnost podobnosti jako relace.
Cv. 8.2 Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A? ~ B?. Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Cv. 8.3 Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
a) A=[0 2 o,
6 —5 1

Cv. 8.4 Rozlozte nasledujici matice na soucin SDS ™!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) |4 1 3|,

—4 0 4

2 0 0\
b (-4 1 3],

—4 0 4

0o 2 =2
(¢c) |1 -1 5

2 —4 8

Cv. 8.5 Najdéte chybu v nésledujici uvaze: Vyjdéme z rovnice Ax = Az. Je-li vlastni
¢islo A = 0, pak = € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak = € S(A). Protoze
dim Ker(A)+dim S(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektoriu a je tudiz
diagonalizovatelna.

Cv. 8.6 Dokazte prfimo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.



