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9. Vlastni cisla — Jordanova normalni forma a

symetrické matice

Jordanova normalni forma

Cv. 9.1 Najdéte

(a)
(b)

matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem (libovolnym),

matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1,1)7.

ResSeni:

(a)

Matice musi mit Jordanovu normélni formu ve tvaru jediné Jordanovy
bunky velikosti 3. Miizeme tedy volit pfimo Jordanovu buniku

Al
J(A)=[0 A
0 0

> = O

kde A je libovolné ¢islo.

Vyjdeme z predchoziho piikladu a zvolime napiiklad matici

010

000
Vlastni vektor této matice je jediny, ale je to vektor e; = (1,0,0)”. Pokud
chceme zménit vlastni vektor, ale zachovat vlastni ¢isla a jejich algebraické
a geometrické nasobnosti, miZzeme vyuzit podobnosti a uvazovat matici
ve tvaru A = S1J3(0)S. Aby byl vektor v vlastnim vektorem a ¢islo A
vlastnim ¢islem matice A, musi platit Av = v, ¢ili S7'J5(0)Sv = M.
Prenédsobenim matici S zleva dostaneme .J5(0)Sv = ASv. Tudiz vektor Sv
je vlastnim vektorem matice J5(0), coz znamend Sv = e;. Hledame tedy
regularni matici S takovou, aby platilo

1 1
S11] =10
1 0

Takovym matic existuje mnoho, zvolime napfiklad

1 0 O
S=11 -1 0
0 1 -1

Hledana matice potom je

A = S175(0)8
1 0 0 010 1 0 0 1 -1 0
=11 -1 O 0 01 1 -1 0 =11 -2 1
1 -1 -1 0 00 0o 1 -1 1 -2 1
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Cv. 9.2

Cv. 9.3

Muzeme pak ovéfit, ze tato matice spliuje zadani: Matice A ma jediné
vlastni ¢islo 0, které je trojnasobné a piislusi mu jediny vlastni vektor v.

V kolika Jordanovych buiikiach matice A € R16*16 je vlastni &islo 8, pokud vime,
ze rank(A — 8114) = 97

Reseni:
Pocet vSech Jordanovych bunék odpovidajicich vlastnimu ¢islu A je roven poctu
vlastnich vektorii pro A, tedy hodnoté n — rank(A — Al,,). V naSem piipadé
n —rank(A — 81,) = 16 — 9 = 7. Tedy vlastni ¢slo 8 je v sedmi Jordanovych
bunkach.

Najdéte Jordanovu normalni formu matic
1 01 111 1 g 8 8
A=101 1|, B=|01 1|, C=
00 2 00 2 L2380
1211

Reseni:

Matice A je trojuhelnikové, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na diagonale. Kon-
krétné matice A ma vlastni ¢islo A\; = 1 (dvojnasobné) a \; = 2 (jednonasobné).
Vlastni ¢islo As lezi v jedné Jordanové bunce velikosti 1, ale A\; miiZe lezet v jedné
nebo dvou Jordanovych bunikich. Spocitame proto rank(A — A I3) = 1, coz Fika,
Ze geometrickd nasobnost A; je dva, ¢ili prislusi mu dva vlastni vektory. Hledana
Jordanova normalni forma je

S O =
o = O
N OO

Matice B ma také dvojnésobné vlastni ¢islo A\; = 1 a jednonasobné vlastni ¢islo
Ay = 2. Protoze rank(B — A\1I3) = 2, prislusi k vlastnimu ¢islo \; pouze jeden
vlastni vektor a tudiz A, lezi v Jordanové buiice velikosti 2. Jordanova normalni
forma matice B je

o O =
(e
N OO

Matice C' ma dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 1 a dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 3.
Protoze rank(C — A\I3) = 2 a rank(C — A\213) = 3, vlastni ¢islo \; lezi ve dvou
bunikich, kdezto A, lezi v jedné buiice. Jordanova normaélni forma matice C' je

o O O
O O = O
O N OO
N = O O
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Cv. 9.4 Urcete, kolik je t¥id ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice Fadu 4, které maji pouze vlastni ¢islo 7,

(b) matice fadu 3 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.

ResSeni:

(a) Kazda matice je podobnéa matici v Jordanové norméalni formé, ktera je jed-
nozna¢na az na poradi bunék na diagonale. Staci tedy spocitat, kolik je
riznych tvart matic v Jordanové normalni formé. Pokud je vlastni ¢islo 7

e (tyfnasobné, pak je jedind moznost s bunkami J,(7), J;(7), J1(7), J1(7);
e trojnasobné, pak je jedind moznost s buikami J5(7), J1(7), J1(7);

e dvojnasobné, pak existuji dvé moznosti s buitkami J5(7), J2(7) nebo
J(7), Js(7);

e jednonasobné, pak je jedind moznost s bunkami J,(7).

Souhrnem mame 5 tiid ekvivalence s reprezentanty

7000 7100 7100 7100 7100
0700 0700 0700 0710 0710
oo7o0)>1t0o070)>10071)710070)]”100T71
000T 0007 0007 0007 0007

(b) Provedeme obdobny rozbor:

e Matice ma vlastni ¢islo 5 dvojnasobné a vlastni ¢islo 7 jednonésobné.
Pak Jordaniv normalni tvar se muze skladat z bunék J;(5), J1(5), J1(7)
nebo z bunék J5(5), J1(7).

e Matice mé vlastni ¢islo 5 jednonasobné a vlastni ¢islo 7 dvojnasobné. To
je opacna situace k predchozi. Jordantv normalni tvar se muze skladat
z bunék J;(5), J1(7), J1(7) nebo z bunék J;(5), Jo(7).

Jina situace nez ty vyse zminéné nastat nemiize, protoze kazdé vlastni ¢islo
musi mit nasobnost asponn 1. Dostali jsme dohromady 4 tiidy ekvivalence
S reprezentanty

50 0 510 50 0 50 0
050, (o5 0], 07 0], [071
00 7 00 7 00 7 00 7

Cv. 9.5 Najdéte Jordanovu normalni formu matice J, ().

Reseni:

Matice J,(A)T m4 stejné spektralni vlastnosti jako matice J,,(\): piislusi ji pouze
vlastni ¢islo A (je to trojuhelnikova matice, takze vlastni ¢isla mé na diagonale),
které je algebraicky n-nasobné, ale geometricky jednonésobné, protoze mu pii-
slugf jediny vlastni vektor (hodnost matice J,(A\)T — A, = J,(0)" je n — 1).
Jordanovu normélni forma matice J,(\)7 je opét J,(\).
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Pozndmka. Mohla by nas zajimat matice podobnosti, tedy matice S, pro kterou
plati J,(A\)T = SJ,(A\)TS~L. Tuto vlastnost méa napriklad permuta¢ni matice

0 ... 0 1
0
S =
0o .-
1 0 0
Cv. 9.6 O kolik se maximalné zmensi hodnost matice A € R™ " kdyZ ji umocnime A2??

Reseni:

Umocnénim se hodnost matice nemtze zvysit, tedy rank(A?) < rank(A). Nicméng,
hodnost se miize zmensit. Cilem cviceni je ukazat, Ze se nemuze zmensit o libo-
volnou hodnotu.

Matice A je podobna matici J v Jordanové norméalni formé, A = S.JS~ L. Protoze
A? = SJ?S71 a ob& matice A,.J maji stejnou hodnost, staci ivahu omezit na
matice v Jordanové normalni formé a na jednotlivé Jordanovy buiiky.

Uvazujme Jordanovu buiku Ji()), kde A # 0. Potom je buiika regularni a jeji
druhéa mocnina také, tim padem ke snizeni hodnosti nedojde. Pro nejhorsi pfipad
stac¢i uvazovat Jordanovy bunky s A = 0. Pro k£ = 1 je Jordanova buiika i jeji
mocnina nulova a opét maji stejnou hodnost. Necht & > 2. Hodnost matice Ji.(0)
je k — 1 a hodnost druhé¢ mocniny J;(0)? je k — 2. TudiZ umocnénim dojde je
snizeni hodnosti bez ohledu na velikost Jordanovy bunky. Nejhorsi piipad tedy
je, kdyz je bunék velikosti £ > 2 co nejvice, a tedy kdyz maji velikost 2. To
znamend, 7e matice ma na diagonéle pouze Jordanovy bunky J5(2) (pfipadné
navic jednu buitku J;(0), pokud je n liché). Potom se umocnénim snizi hodnost

n

o pocet bunék, tedy o [%]. Dokézali jsme tak vztah

n
rank(A?) > rank(A) — {EJ
a tato mez je tésna, to znamené, Ze se nabyde jako rovnost pro kazdé n a ur¢itou

matici A € R"*"; takovou matici jsme zkonstruovali postupem nahofte.

Symetrické matice

Cv. 9.7 Ukaite, Ze spektralni rozklad A = QAQT, kde A je diagonalni a () ortogonalni,

existuje pouze pro symetrické matice.

Reseni:

Pro symetrické matice vime z prednasky, ze spektralni rozklad existuje. Protoze
matice QAQT je symetrickd, takovyto rozklad pro nesymetrické matice nemize
nastat.

Cv. 9.8 Najdéte spektralni rozklad matice

111
A=(1 11
111
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Cv. 9.9

Cv. 9.10

Cv. 9.11

Reseni:
Vlastni ¢isla matice A jsou 3 a 0 (dvojnasobné). K vlastnimu &islu 3 piislusi

vlastni vektor (1,1,1)T. K vlastnimu &islu 0 prislusi vlastni vektory napiiklad
(1,—1,0)T, (1,0, —1)T. Pokud sestavime matice

300 11 1
A=loo0o0], S=[1 -1 0|,
000 1 0 -1

dostaneme spektralni rozklad A = SAS~!. Nicméné spektralni rozklad syme-
trické matice vyzaduje ortogonalni matici. Musime tedy vlastni vektory orto-
normalizovat. Vlastni vektory pro rizna vlastni ¢isla symetrické matice jsou
automaticky na sebe kolmé, ¢ili stac¢i ortonormalizovat vlastni vektory pro vice-
nasobné vlastni ¢isla (ty ostatni pouze znormujeme, aby mély velikost 1). Kon-
krétné musime ortonormalizovat dvojici vektort (1, —1,0)7, (1,0, —1)7. Aplikact
Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace dostaneme vektory

2(1,-1,007, ¥5(1,1,-2)7.

Hledany spektralni rozklad mé podobu A = QAQT, kde

V3 V2 V6
3 2 6
Q= V3 _ V2 A6
3 2 6
V3 6
3 3

Vime, Ze symetrickd matice A € R?*2 m4 vlastni vektor v = (1,2)T. Dopoéitejte
druhy vlastni vektor.

ResSeni:

Protoze je matice symetricka, druhy vlastni vektor musi byt kolmy na prvni.
AZ na nésobek méame jednoznacny kolmy vektor. Druhy vlastni vektor je tedy
vektor (2, —1)T.

Dokazte, Ze pro libovolnou matici A € R™*" m4 matice AT A vSechna vlastni
¢isla nezaporna. Kdy budou kladna?

ResSeni:

Bud ) vlastni &slo a 2 odpovidajici vlastni vektor matice AT A. Bez tjmy na
obecnost mtizeme predpokladat, Ze ||z|| = 1. Z rovnice AT Ax = Az pfendsobenim
z zleva dostaneme 27 AT Az = Az’z, neboli ||Az||? = A\. Vlastni ¢&islo A tedy
musi byt nezaporné.

Situace A = 0 nastane pouze, kdyz || Az|* = 0, ¢ili kdyz Az = o. To znamen4,
kdyz sloupce matice A jsou linearné zavislé. Pokud tedy jsou sloupce matice A
linearné nezavislé (tj. rank(A) = n), potom vlastni &isla matice AT A jsou kladna
(A>0).

(a) Dokazte z definice, Ze vlastni vektory odpovidajici raznym vlastnim ¢islim
symetrické matice jsou na sebe kolmé.
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(b) S pomoci predchoziho bodu dokazte vétu o spektralnim rozkladu piimo pro
symetrické matice s riznymi vlastnimi ¢&isly.

eni:

es
(a) Budte A, p, A # p, vlastni ¢isla a u, v odpovidajici vlastni vektory symet-
rické matice A. Pak plati Au = A, Av = pwv. To ale implikuje

My = vl () = vl Au = (v Au)t = u" ATv = v Av = u* () = pu’v.

Protoze \ # u, musi uv = 0.

(b) Pokud mé A rizna vlastni ¢isla, je diagonalizovatelnd. Muzeme tedy psat
A = QAQ™!, kde A je diagonélni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a
regularni matice () méa odpovidajici vlastni vektory ve sloupcich. Protoze
podle predchoziho bodu jsou vlastni vektory na sebe kolmé a lze je volit
s normou 1, je ) ortogonélni.



