Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 o7

10. Vlastni ¢isla — metody vypoctu, odhady,
Markovovy retézce

Markovovy retézce a neziporné matice

Cv. 10.1 Ve méstd Zebracka Lhota funguji t¥ lokalni politické strany, a to Moderni Cechy
(MC), Mir pro Lidi (ML) a Malé Hnuti (MH). Volby se fidi néasledujicim pra-
vidlem: Z voli¢t strany MC volf opét tuto stranu 75 % jejich volica, ale k ML
prejde 5% a k MH dokonce 20 %. Z voli¢i ML piejde k MC rovnych 20 % a k MH
také 20 %. Nakonec, z voli¢i MH ziistane jen 80 %, zbytek se rovnomérné rozdéli
mezi MC a ML. Jaké bude rozdglent podpory stran v mistnim zastupitelstvu za
delsi ¢asovy horizont?

Reseni:
Pravidla pro volby v Zebracké Lhoté ilustruje néasledujici diagram:

0,20
0,75 C MC ML 0,60

4/\
— 00—
020& A 0,10
MH
v

0,80

Vrcholy grafu reprezentuji stavy (volené politické strany) a hrany piechody mezi
danymi stavy, tedy pfesuny voli¢ii mezi témito stranami. Pro vypocet vysledného
rozdéleni sestavime prechodovou matici P, kde p;; reprezentuje pravdépodobnost
prechodu ze stavu j do stavu i:

0,75 0,20 0,10
P=005 060 0,10
0,20 0,20 0,80

Prvni sloupec matice P tedy reprezentuje pravdépodobnost prechodu ze stavu
MC do stavu MC (75 % voli¢t opét voli stejnou stranu MC), do stavu ML (5%
bude volit stranu ML) a do stavu MH (20 % voli stranu MH).

Pokud je po¢atecni rozloZeni sil ddno stavovym vektorem gy € R?, vyvoj situace
v ¢ase popisujf stavy xg, Pxg, P?xy, ..., P®xy, kde P>®x, oznacuje limitni stav
limy_,o P* (pokud existuje).

Diagonalizaci (tj. spektralnim rozkladem) matice P dostaneme

1 0 0 2 -2 -1
P=5 {006 0 |S ' kdeS =1{3+ 1 1],
0 0 0,55 1 1 0
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Cv. 10.2

Cv. 10.3

a tedy

100 1
POO:S O O 0 5_125*151_*1:6

W = N
W = N
W = N

~

Limitni stav odpovida vektoru P>zy = +(2¢” o, e" 2o, 3" xo)", rozlozent pod-

pory stran se tedy ustéli v poméru 2 :1: 3.

Jelikoz je matice P kladna, dominantni vlastni ¢islo 1 je jednoznacné a nasobnosti
jedna. Vysledné rozlozeni tak odpovida slozkam vlastniho vektoru v = S,q, ktery
prislusi vlastnimu ¢islu 1. Hledany pomeér tedy mtzeme také piimo najit jako
slozky kladného vektoru v € Ker(P —1- I3).

Difuze lécebné latky mezi dvéma bunkami probiha podle pravidla: 50 % latky
z prvni bunky prejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé buiiky piejde do
prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky ustali?

Reseni:
Podobné jako v predchozim cviceni sestrojime pfechodovou matici

0.5 0.25
A_<O.5 0.75>'
Jeji spektralni rozklad je
B (-1 1\ (3 0N1/=21
A=SAS _<1 2><O 1/3\1 1
Am_—11001—21_111
~\1 2/J\0 1/3\1 1) 3\2 2/°

Mnozstvi latky v bunikach se tedy ustéli v poméru 1 : 2.

Tudiz

Pozndamka. Protoze matice A je kladné, vime, Ze dominantni vlastni &islo je
jednoznacéné a staci pouze hledat prislusny vlastni vektor. Tim je vektor (1,2)7
(druhy sloupec matice S), ktery nam da primo hledany pomér latek v ustaleném
stavu.

Ukazte, ze vlastnosti kladné matice z Perronovy véty obecné neplati pro neza-
pornou matici. Konkrétné, najdéte postupné takové matice A > 0, aby platily
vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicenasobné vlastni ¢islo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze |A| = p(A).

Reseni:

Toto je kreativni piiklad, takze neexistuje kucharka, jak takové matice najit.
Refenim bude v kazdém bodé matice, kteréd je nezaporna, ale obsahuje i n&jaké
nuly. Dobrymi maticemi na testovani jsou napiiklad Jordanovy buiiky a blokové
diagonalni matice.

(a) naptiklad J5(0) = (§3),



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 29

(b) napiiklad J5(0) = (33),
(c) napriklad (9¢).

Odhady a techniky z vypocetnich metod

Cv. 10.4 Urcete Gerschgorinovy disky pro matici

1 0 -2 0
0 12 0 -4
4= -1 0 -1 0
0 5 0 0

a pomoci nich rozhodnéte, zda mé matice A aspon dvé redlna vlastni ¢isla.

Reseni:

Dle véty o Gerschgorinovych discich vime, Ze kazdé vlastni ¢islo matice A lezi
v komplexni roviné v kruhu B(c;, r;) o stfedu ¢; = ay; a poloméru r; = i 7éZ.|aij]
pro n&jaké i € {1,...,4}. Pro zadanou matici A dostavame nasledujici kruhy
(viz také obrazek nize):

stited ¢; = a;; =1,  polomér ry = |ajs| + |aiz| + |a1s] = |0 + |-2| + |0] = 2,
stfed ¢y = ag = 12, polomeér ry = |ag| + |ags| + |ag| = |0] + |0] + |—4| = 4,
stfed c3 = azgg = —1, polomér r3 = |az;| + |ass| + |ass| = |—1| + |0 + |0] = 1,
stfed ¢y = agy =0,  polomér r4 = |aq| + |as| + |ass| = 0] + [5] + 0] = 5.

Im

/@ A .
§\i<$}134 6 7 & 9101112131415 617

Navic vime, ze kazd4 komponenta souvislosti obsahuje tolik vlastnich &isel, z ko-
lika kruhit dané komponenta vznikla. V kruhu B(ey,74) = B(0,5) tedy lezi 3
vlastni ¢isla Aj, Ao, A3 matice A a v kruhu B(cp,r2) = B(12,4) jedno vlastni
¢islo \4.
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Cv. 10.5

Cv. 10.6

Cv. 10.7

Komplexni vlastni ¢isla realné matice mizeme spérovat do dvojic navzajem kom-
plexné sdruzenych ¢isel, vlastni ¢islo A4 proto musi byt reélné (jinak by v kruhu
B(12,4) muselo lezet i vlastni &islo A4). V kruhu B(0, 5) lezi 3 vlastni ¢isla, aspoit
jedno z nich musi byt také realné. Nahlédli jsme tedy, Ze matice A ma alespon
2 realna vlastni ¢isla. Vypoctem muzeme zjistit, ze vlastni ¢isla matice A jsou

/\1:—\/§,A2:\/§,/\3:2a)\4:10.
Pomoci Gerschgorinovych diskt rozhodnéte, zda je nasledujici matice regularni:

0 -1 5 2
2 =7 1 2

0 3 -5 1

2 -1 3 7

Reseni:

Uréime Gerschgorinovy disky a zjistime, zda néktery z nich obsahuje pocatek
nebo ne. Disky ve tvaru B(c,r), kde ¢ je stfed a r je polomér, postupné jsou:
B(10,8), B(-7,5), B(=5,4) a B(7,6). Protoze zadny z diski pocatek neobsa-
huje, matice nema vlastni ¢islo A = 0, a proto je regularni.

Bud

—_
_ O W
~ o O
O = = N

Rozhodnéte, zda (I, — A~1)*¥ — 0 pro k — .

Reseni:

Nejprve sestrojime Gerschgorinovy disky matice A. ProtoZe matice A je syme-
trickd, mé realna vlastni ¢isla a zajimaji nas proto jen intervaly, kde Gerschgo-
rinovy disky protnou realnou osu. VSechny tyto pruseciky jsou ¢asti intervalu
[0.6,15], tudiz vlastni ¢isla matice A lezi v intervalu [0.6,15]. Matice A~! ma
prevracené hodnoty vlastnich ¢isel, jeji vlastni Cisla se tak nachéazi v intervalu
[1/15,1/0.6] C (0,2). Vlastni ¢isla matice —A~" potom patif do intervalu (-2, 0)
a konefné vlastni ¢isla matice M = I, — A~ lezi v intervalu (—1,1); viz cvi-
¢eni 7.5(c). To znamena, 7e je p(M) < 1, a proto M* —;_, 0.

Nejprve spocitejte vlastni ¢isla matice

DN — DN
— N = DN
DN = DN
— N = DN

a potom aplikujte vétu o deflaci vlastniho &isla na to nejvétsi vlastni ¢&islo.
Reseni:

Vypoctem zjistime, Ze matice A ma vlastni ¢isla 6, 0 (dvojnasobné) a —2.
Nejvétsimu vlastnimu ¢islu Ay = 6 odpovidé znormovany vlastni vektor v; =
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£(1,1,1,1)". Deflaci dostaneme matici

1212 1
2 121 1| 1
I—_ T: — 0N+« — « —
A=A — Moy L2 12| %3] 2(1111)
2121 1
-1 1 -1 1

Tato transformace zpusobila, ze matice A’ ma stejna vlastni ¢isla a vlastni vek-
tory, jako matice A, pouze vlastni ¢islo 6 se vynulovalo. Muzeme ovéfit, Ze
vskutku matice A’ ma vlastni ¢isla 0 (trojndsobné) a —2 a stejné vlastni vektory
jako matice A.



