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13. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 13.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinedrni formou? Pokud ano, jde o symetrickou
formu?

a: R? x R? — R definované a(z,y) = z1ys + x2y1,
b: R? x R? — R definované b(z,y) = z1ys + T2,

Reseni:

(a) Bilinearni formu mizeme otestovat dvéma zptisoby. Prvni moznosti je otes-
tovat vlastnosti pfimo z definice. Aby bylo zobrazeni a bilinedrni, musi pla-
tit linearita v obou slozkach zvlast. Jednoduchymi algebraickymi tpravami
dostavame linearitu v prvni sloZce,

alau + fu,w) = (qug + Pu)ws + (qug + Sug)w;
= a(uywy + ugwy) + B(v1wy + vowy )
= aa(u,w) + fa(v,w),

stejné jako linearitu v druhé slozce,

a(w,ou + Bv) = wi(auy + fvg) + walau, + fur)
= a(wiug + wauy) + Bwvy + wavy)
= aa(w,u) + fa(w,v).

Zobrazeni a je tedy bilinearni forma. To, Ze je a navic symetricka dostavame
opét rozepsanim, prohozenim ¢lend séitani a nasobent,

a(u,v) = uyvy + ugvy = vyus + vauy = alv, u).
Druhd moznost. Zobrazeni a je bilinearni forma pravé tehdy, kdyz se da
vyjadfit maticové ve formé a(z,y) = [x]5 A [y] 5, kde A je matice bilinearni
formy vuci bazi B. Vezmeme-li za B kanonickou bézi, dostavame

a(z,y) = 2T Ay = anziyn + a1a71Y2 + o1 T2y + Aoy

V naSem piipadé, kdy a(x,y) = 2192 + 22y1 dokdZeme koeficienty matice A
urc¢it snadno, a;; = as = 0 a a;9 = as; = 1, tedy

A:<(1) é)

Matice je navic symetricka, tedy i bilinearni forma je symetricka.
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(b)

Linearita v prvni slozce plati. Podivame-li se na linearitu v druhé slozce,
dostavame vyraz

b(w, au + v) = wy(ug + frg) + wy = awyus + Swive + wa,

ktery se nerovna ab(w,u) + b(w,v). To naznacuje, ze forma b asi neni
bilinearni, ale k formalnimu potvrzeni musime najit protipriklad. Uvazujme
napitklad z = (1, 1), y = (1,1)T a a = 2. Potom

b(z,ay) =3 # 4 = ab(z,y).

Forma b tedy neni bilinearni.

Pokusme se nalézt matici C, reprezentujici bilinearni formu ¢ vi¢i kanonické
bézi. Pro tu musi platit, Ze

2T Cy = eniys + cia1yo + CorTays + Conays = c(w,y) = 55% + y% + 2z

Vidime, Ze dana rovnice nemé pro neznamé koeficienty c;; zadné feSeni,
forma c¢ asi neni bilinearni. Tuto domnénku potvrdime protipfikladem.
Necht z = (1,0)7, y = (1,0)T a a = 3. Potom

b(z,ay) =10 # 6 = ab(z,y).

Forma c¢ proto neni bilinearni.

Uréime maticovou reprezentaci, je tedy tfeba najit matici D takovou, aby
platilo

2" Dy = dyzyyy + dia®1ys + doyToys + dagays = 12191 + 12192 + 2321,

Porovnanim jednotlivych ¢lenii vidime, Ze rovnost nastane pro matici

11
p=(0 )

ktera nenf symetricka. Zobrazeni d je tedy bilinearni forma, ktera nenf syme-
tricka. Nesymetrii formy opét potvrdime protipfikladem. Uvazujme vektory
r=-¢e; = (1,0)T, y = e; = (0,1)T; volime tyto vektory, protoZze matice D
je nesymetrické pro prvky dis # ds;. Nyni

d(z,y) =1#0=d(y,x).

Zde nelze mluvit o (bilinearni) formé, protoze zobrazeni e zobrazuje do pro-
storu R™*", které neni télesem. Ale i tak ovéfime, zda je zobrazeni bilinearni
a piipadné symetrické.

Linearita v prvni slozce

e(aU +pV,W) = (aU + V)W = aUW + VW = ae(U, W)+ Be(V, W)

plati diky linearité maticového nasobeni. Obdobné tomu je i s linearitou
v druhé slozce.

Aby platila symetrie, musela by platit komutativita maticového nésobeni,
tedy e(X,Y) = XY =YX = e(Y, X). To vime, Ze obecné neplati, tedy
zobrazeni e je bilinearni, ale ne symetrické.
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Cv. 13.2 Najdéte matici bilinearnich forem vzhledem ke kanonické bazi.

(a) b(z,y) = z1y1 — 212 + 3Tay1 + 2T2y2 — 223Y;
(b) b(x,y) = 21y1 — T1Y2 — Toy1 + 222y + SToys + STy

R

eSeni:
(a) Proni zpisob. Hleddme matici A € R**3 takovou, aby

3

b(z,y) =T Ay = Z ;Y.

,j=1

Tudiz prvek a;; v matici A je roven koeficientu u z;y; ve vyrazu pro b(z,y).
Takto najdeme matici

1 -1 0
A=13 2 0
0 -2 0

Druhy zpisob vyuziva definici matice bilinearni formy. Podle definice je
a;; = b(e;, e;). Dosazenim opét dostaneme, ze hodnota b(e;, e;) je rovna
koeficientu u z;y;.
(b) Stejnym postupem jako v predchozim bodé dostaneme matici bilinearni
formy
1 =10
-1 2 5
0 5 0
Cv. 13.3 Pro néasledujici kvadratickou formu

f(x) = 327 + dayxo + s

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(x, y), ktera ji indukuje a uvedte b(z,y)
v maticové reprezentaci.

Reseni:
Chceme nalézt symetrickou bilinearni formu
b(z,y) = buziyr + biaZ1y2 + barTays + baaays

takovou, ze b(z,z) = f(x). Ze symetrie musi nutné by = by;. Kombinaci obou
podminek dostavame

b(l’, l’) = blll’% + blgl’ll‘g + blgl‘gl’l + b22x3
= blll’% + 2612I’1$2 + b22x§

= 322 + ba 7y + 573,

Snadno nahlédneme, Ze by = 3, bis = by; = 2,5 a byy = 5. V maticové reprezen-

taci tedy méme
3 25
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Cv. 13.4 Najdéte matici kvadratické formy
f(z) =227 + 22179 — 27173 — 27973 + 73

vzhledem ke kanonické béazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)%, (1,1,0)7, (1,0,0)T}.
Pouzijte dva razné postupy: z definice a pomoci matice pfechodu.

Reseni:
Podobnym zptisobem jako v pfedchozim cviceni uré¢ime matici kvadratické formy
vzhledem ke kanonické bazi

2 1 -1
A=11 0 -1
-1 -1 1

Pro nalezeni matice C' formy vzhledem k bézi B nejprve budeme postupo-
vat z definice. Symetricka bilinearni forma indukujici kvadratickou formu f je
b(z,y) = 27 Ay. Nyni vypocitame jednotlivé prvky matice C ze vzorce Cj; =
b(vi,vj) = v] Av;, kde vy, ..., v, jsou vektory dané béze. Konkrétns Cjp =
(1,1,1)A(1,1,0)T = 2 atd., ze symetrie matice staci spocitat diagonalu a horni
polovinu prvku. Dostaneme

Q
|
CR
W = DN
(SR

Druhy zpiisob nalezeni matice C' spoCiva ve vyuziti matice prechodu. Sestavime
matici pfechodu od baze B do kanonické baze

S = kan[/id]B =

—_ = =

11
10
00
Potom je matice formy f vzhledem k bazi B rovna

1 2 2
C=STAS=1|2 4 3
2 3 2

Cv. 13.5 Pro zobrazeni b: P? x P? — R definované b(p, q) = p(0)q(2) ukazte:

(a) b je bilinearni forma,

(b) najdéte matici formy vzhledem k bazi B = {1, 1+ z, (1 — )%},

(c) vydcislete b(1 — z,2? — 2z + 2) dvéma riznymi postupy,
)

(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, x, 2*} s vyuZitim té staré.
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ResSeni:

(a)

Musime ukazat linearitu v prvni a druhé slozce. Ukazeme linearitu v prvni
sloZce, v druhé se to nahlédne analogicky. Pro dva polynomy p;,p, € P2
plati

b(p1 +p2,q) = (p1 +p2)(0) - q(2) = (p1(0) + p2(0)) - ¢(2)
=p1(0) - ¢(2) + p2(0) - ¢(2) = b(p1, q) + b(p2,q).

Podobné pro skalar o € R mame
bap, q) = (ap)(0) - q(2) = - p(0) - ¢(2) = - b(p, q).

Matici A formy b sestrojime z definice. To znamena, ze A;; = b(p;,p;) =
pi(0)p;(2), kde py, ..., p, jsou polynomy dané baze. Konkrétné napiiklad
Ap=1-1=1,
Apg=(1+0)-(1-2)° =1,
Aso=(1-07?-(1+2)=3

a tak dale. Dohromady dostaneme

1 1
A=11 1
1 1

W w w

Prvni zptisob vy¢isleni hodnoty je pfimo z definice:
b(l—z,0* —22+2)=(1-0)-(22-2-2+2) =2

Druhy zptsob vy¢isleni hodnoty je s vyuzitim matice A bilinearni formy.
Nejprve spocitame soufadnice zadanych polynomu vzhledem k bazi B

[1_x]B = (27_170)T7 [$2_2x+2]3 = (17071)T7
a potom spocitame
b(1 —z, 2% — 22+ 2) = (2,—1,0)A(1,0,1)" = 2.

K vypoctu matice formy vzhledem k jiné bazi potiebujeme sestrojit matici
prechodu mezi bazemi, konkrétné

-1

11 1 1
S= lidy =101 —2] ={o0
00 1 0

-1 -3
1 2
0 1

Matice formy vzhledem k bazi B’ pak je rovna

1
STAS = |0
0

O O N
O O =

Vysledek muZzeme ovéfit tim, Ze matici formy vzhledem k bazi B’ spocitame
piimo z definice.
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Cv. 13.6 Jednoznacnost kvadratické formy.

(a)
(b)

Necht A, B € T™*" jsou symetrické a necht 27 Az = 27 Bx plati pro viechna
x € T". Rozhodnéte, zda potom A = B.

Rozhodnéte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bazi je jedno-
znacné.

ResSeni:

(a)

Protoze rovnost #7 Az = a7 Bz plati pro viechna € T", dosadime do
rovnice konkrétni vektory. Volbou x := e; dostaneme ze vztahu el Ae; =
el Be; rovnost diagonalnich prvki a; = by. Volbou z = ¢; + e; dostaneme
ze vztahu (e; +e;)T A(e; + e;) = (e; + ¢;)T B(e; + e;) rovnost

Qi + a5 + aj; + aj; = b + bij -+ bji + bjj7

coZ se zjednodusi na a;; + aj; = by + bj;. Ze symetrie matic méa rovnost
tvar 2a;; = 2b;;. Pokud téleso T nema charakteristiku 2, mizeme kratit
prvkem 2 # 0 a dostaneme a;; = b;;. TudiZ jsme nahlédli rovnost A = B
po jednotlivych prvcich.

Zbyva vytesit pripad, kdy téleso T ma charakteristiku 2. V tomto piipadé
rovnost A = B platit nemusi. Jako protipiiklad uvazujme matice

0 1 00
4=(10)- 2= o)
nad télesem Z,. Matice jsou razné, ale presto plati

2l Ax = z129 + 2011 = 0 = 2’ Bx

pro viechny vektory z € Z3.

Opét zde musime predpokladat, Ze téleso T nemé charakteristiku 2, jinak
matice formy neni jednoznac¢na z predchoziho bodu.

Nyni pfedpokladejme pro spor, Ze kvadratickd forma mé dveé riizna maticovéi
vyjadieni vzhledem k bazi B:

f(z) = [e]pAlz]p = [2]pClalp,

7 ptedchoziho bodu ale vime, Ze tato rovnost pro kazdy vektor x € V', neboli
kazdy vektor [z]p € T", implikuje A = C'. Proto je matice jednoznacna.

Cv. 13.7 Bud V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a necht charakteristika té-
lesa T neni 2.

(a)
(b)

Ukazte, ze bilinearni formy a symetrické bilinedrni formy na prostoru V'
tvori vektorové prostory a urcete jejich dimenze.

Ukazte, Ze kvadratické formy na prostoru V tvoii vektorovy prostor a urcete
jeho dimenzi.



