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14. Kvadratické formy a Sylvestriv zikon setrvacnosti

Cv. 14.1 Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi

2 -1 1 01 2 01
A=|-1 1 1], B= 111,C:<1 0>
1 1 5 210

Reseni:

K diagonalizaci kvadratické formy mizeme vyuzit elementarnich fadkovych aprav.
Jediné, co musime zajistit je, ze po aplikaci elementarni fadkové upravy apliku-
jeme odpovidajici elementarni sloupcovou tupravu.

U matice A nejprve prohodime potadi 1. a 2. fadku (a nasledné i sloupci),

2 11 -1 1 1 1 -11
-1 1 1|~(2 -1 1]~1]-1 2 1
1 1 5 1 1 5 1 1 5

V dalsim kroku nejprve piic¢teme 1. fadek k 2. fadku (dale 1. sloupec k 2. sloupci),
a stejné tak (—1)-nasobek 1. fadku k 3. fadku (obdobné pro sloupce). Dostavame,

1 -1 1 1 -1 1 1 01 1 01 1 00

-1 2 1]~10 1 2] ~1012]~{012]~{0 1 2

1 1 5 1 1 5 1 2 5 0 2 4 0 2 4
Nakonec pri¢teme (—2)-nasobek 2. fadku k 3. fadku a provedeme odpovidajici

operaci pro sloupce, tedy
100 1 00 1
01 2] ~1012]~10
0 2 4 0 00

Dostali jsme matici v diagonalnim tvaru. Podle Sylvestrova zakonu o setrvacnosti
je matice A positivné semidefinitni, ma dvé kladné a jedno nulové vlastni ¢&islo.

U matice B nejprve prohodime 1. fadek a 2. fadek (a obdobné pro sloupce)

01 2 111 111
11 1] ~1012]~110 2
210 210 1 20

Nyni ode¢teme 1. fadek od 2. fadku (obdobné pro sloupce), a pak odec¢teme 1.
fadek od 3. fadku (obdobné pro sloupce)

1 11 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 O
102)]~10 -11})~{0 -1 1}~(0 -1 1 ]~]0 -1 1
120 1 2 0 1 1 0 0o 1 -1 0o 1 -1

Nakonec pricteme 2. fadek k 3. fadku (obdobné pro sloupce), ¢imz ziskdme

1 0 0 1 0 0
0 -1 1 ]~10 =120
0 1 -1 0 0 0
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Cv. 14.2

Dostali jsme matici v diagonalnim tvaru, ktera je podle Sylvestrova zakonu o se-
trva¢nosti indefinitni — méa jedno kladné, jedno nulové a jedno zéporné vlastni
¢islo.

Pro matici C' postupujeme analogicky. Problém nastane ve chvili, kdyz proha-
zujeme prvni dva fadky. Potom prohodime prvni dva sloupce a opét dostaneme
matici v ptivodnim tvaru

(o)~ (o )~ o)

Musime si tedy vypomoci trikem, ktery spociva v tom, Zze provedeme né&jakou
jinou elementéarni operaci, kterd zméni strukturu matice. Nap¥iklad pFicteme k 1.
fadku matice 2. fadek (obdobné pro sloupce) a dostaneme

(o)~ (o)~ ()

Nyni jiz postupujeme standardnim zptisobem a matici diagonalizujeme na tvar

b 2)

Matice ma tedy jedno kladné a jedno zédporné vlastni ¢islo, je indefinitni.

Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi
10 1 10 1
A=102 1|, B=1|02 1
11 -1 11 -1

a urcete polarni bazi, tj. bazi, vici niz je matice formy diagonélni.

Reseni:

Pro kvadratickou formu uréenou matici A je polarni baze urcena sloupci matice
S, kde STAS = D a matice D je diagonalni. Pro jeji vypocet tedy budeme
postupovat stejné jako v predchozi poduloze, kde jsme matici diagonalizovali,
jenom s tim rozdilem, Ze si budeme v pribéhu vypoctu udrzovat i souc¢in matic
sloupcovych elementérnich tprav, které na matici C' aplikujeme.

Budeme tedy upravovat matici (A | I3), pfiemZ na matici vlevo aplikujeme fad-
kové i sloupcové tdpravy a na matici vpravo aplikujeme pouze sloupcové tpravy.
V prvnim kroku pfic¢teme (—1)-nasobek 1. fadku k 3. fadku (totéz pro sloupce),
dostavame

10 1 0 -1
0 2 1 1 0
11 -1 1

O O =
O = O

0 10 1
O ~{0 2 0
1 01 0

o = O

—2
Nynf pri¢teme (—3)-nasobek 2. fadku k 3. fadku (totéz pro sloupce),

1 -1

1

10 01(1 0 — 10 0|1
02 1(01 0]~102 010 %
01 00 1 00 0

_5
2

o = O

-2
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Cv. 14.3

Zde bychom mohli skoncit, ale z estetickych divodi provedeme jesté operaci
vynasobeni 3. fadku ¢islem 2 (totéz pro sloupce)

10 010 -1 10 0|10 =2
02 01(01 —3]~{02 0]01 -1
00 -2/00 1 00 —10|0 0 2

Polarni baze je tedy tvofena sloupci matice napravo, tedy matice

10 -2
S=101 -1
00 2

Miizeme pak snadno ovérit zkouskou, ze plati

10 -2\"/10 1\ /10 —2 10 0
STAS=10 1 -1 02 1 01 -1|=(02 0 |=D.
00 2 11 -1 00 2 0 0 —10
Pro matici B postupujeme analogicky a dostaneme tvar:
10 1{1 00 1 001 0 =2
(B|I3)~10 2 1{0 1 0] ~110 2 0[]0 1 -1
11 2(0 0 1 00 200 2

Matice B je tedy positivng definitni a polarni baze je napiiklad (1,0, 0)%, (0,1,0)%,
(-2,-1,2)T.

Uvazte relaci kongruence, kdy A, B € R™*" jsou v relaci, pokud existuje regularni
S takova, ze B = STAS.

(a) Dokazte, Ze se jedna o relaci ekvivalence.

(b) Kolik méa t¥id ekvivalenci?

ResSeni:

(a) Ukazeme, Ze relace kongruence splituje reflexivitu, antisymetrii a tranziti-
vitu.

Reflexivita. Reflexivita kongruence Fiké, ze existuje regularni matice S ta-
kova, ze A = ST AS. Tento vztah splituje matice S = I,.

Symetrie. Symetrie kongruence fiké, ze pokud existuje regularni S takova,
7e B = STAS, poté existuje regularni matice U takova, ze A = UTBU.
Pienasobenim prvniho vztahu zleva matici (S7)™! a zprava S™! dostavame
A= (ST)"'BS™' = (S™H)TBS™!. Tedy staci volit U := S

Tranzitivita. Nakonec tranzitivita iika, ze pokud existuji regularni matice
S a U takové, ze B = STAS a C = UTBU, poté také existuje regularni V,
7e C' = VT AV. Dosazenim prvniho vztahu do druhého dostavame

C=U"BU =UT(STAS)U = (UTST)A(SU) = (SU)T A(SU).
Volime tedy V = SU.
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(b) Podle Sylvestrova zakonu o setrvacnosti je kazda matice reprezentujici kva-
dratickou formu ekvivalentni diagonalni matici s prvky na diagonale z mno-
ziny {—1,0,1}. Protoze vzhledem ke kongruenci nezélezi na poradi prvki na
diagonale, ale pouze na poc¢tu prvkia odpovidajici danym hodnotam, jedné

se o tzv. kombinace s opakovanim a hledany pocet je ("1?) = 1(n+2)(n+1).

Cv. 14.4 Vyjadiete kvadratickou formu f(z) = 27 Az jako soucet ¢tverci linearnich forem,
kde

1 01
A=10 21
11 2
Reseni:
Podle cviceni 14.2 vime, Ze existuje regularni matice S a diagonalni matice D

takové, ze STAS = D. Uvazujme substituci y = S~ !z, ¢li # = Sy. Potom
kvadratickou formu muzeme psat jako

flx)=a2"Az =y"STASy =y Dy = E diiy?.
i=1
Kvadratické forma ma tvar sou¢tu ¢tvercd, ale v proménnych y. Pokud za pro-
ménné dosadime zpét, ziskame hledany tvar

f(z) = Zdzzyf = Zdii((Sfl)i*x)Q.

V naSem piipadé mame konkrétné

100 10 -2 10 1
D=0 20|, s={o1 1], s*=(0 1 05
00 2 00 2 00 05

Dosazenim dostaneme pozadovany tvar

f(@) = (z1 + 23)% + 2(z5 + 0.525) 4 2(0.523)?
= (z1 + 23)* + 2(z2 + 0.523)* + 0.523.

Zkouskou (roznasobenim vyrazu) miizeme ovérit spravnost vysledku.

Cv. 14.5 UkaZte, Ze rovnice 5z + 8zy + 5y*> = 1 popisuje elipsu v R? a zjistéte jeji
charakteristiky (postupem z prednasky).
Reseni:
Aby se jednalo o elipsu, je tieba, aby rovnice §la vyjadiit ve tvaru 27 Az = 1, kde
A je positivné definitni. Poté existuje spektralni rozklad matice A = QAQT, kde
poloosy elipsy vedou ve sméru vlastnich vektort (sloupcti @) a jejich délky se

rovnaji hodnotam 1/v/A1, 1/4/ A2, kde A1, A2 jsou vlastni ¢isla (¢isla na diagonale
matice A). Uréime nejprve matici A a nésledné najdeme jeji spektralni rozklad,

NI )

Tedy osy elipsy ukazuji ve smérech (1,—1)T a (1,1)7 a jejich délky jsou 1 a 1/3.



