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2. Ortonormalni systém a Gramova—Schmidtova
ortogonalizace
Cv. 2.1 Urcete koeficienty linearni kombinace vektoru (3,2,1)7 vii¢i ortonormalni bazi
%(1, 1,0)7, %(—1, 1,0)T, (0,0, 1),
Reseni:
Standardni zptisob vypoctu koeficientu linearni kombinace (tedy souradnic) vede
na teSeni soustavy linearnich rovnic
a1 (1,1,0)7 + 4y do(=1,1,0)7 + a5(0,0,1)" = (3,2, 1),
¢ili na . .
VR
5 5 02
V2 V2
0 0 111
Protoze se jedna o ortonormalni bazi, mizeme vyuzit toho, ze lze koeficienty
vyjadrit snadngji pomoci tzv. Fourierovych koeficientt jako x = Y " | (z, u;)u;,
kde uq,...,u, je ortonormélni baze.
Aplikaci vzorce dostavame
o ar=((3,2,1)", 5(1,1,0)7) = 5,
o ay=((3,2,1)", 55(-1,1,0)") = -5,
o a3 ={(3,2,1)7,(0,0,1)T) = 1.
Cv. 2.2 V prostoru R* se standardnim skaldrnim souc¢inem naleznéte pomoci Gramovy—

Schmidtovy ortogonalizace ortonormalni bazi B = {z1,..., 2.} fadkového pro-
storu matice

I

Il
[N NS
DO =
W o =
S =

Resent:

Aplikujeme Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci na fadky matice A, tedy na
vektory z; = (1,1, 1, )T, 2y = (4,1,4, )T, 23 = (1,2,3,4)T.

Algoritmus Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace pracuje iterativné, kdy v kazdé

iteraci nakolmi vektor na mnozinu jiz zortonormalizovanych vektori. Konkrétneé,

v 1-té iteraci nejprve odecte od vektoru z; jeho kolmou projekci do prostoru

span{z, . . » Zie 1} jiz dfive ortonormalizovanych vektori a dostaneme vektor
)

Y = T — Z] (x4, zj) z;. Nasledné tento vektor normalizuje: z; = Hy'H

Jednotlivé kroky Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace jsou:

e normalizujeme y; = z1: [|y1]| = V4 =2 a odtud 2 = (3,3, 1 )T,
° <SL’2721> =5a proto yp = (47 1747 1)T - 5(; ; % %)T = (%7 _%7 %7 _%>T
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Cv. 2.3

Cv. 24

e normalizujeme ys: ||y2]| = 3 a dostaneme z, = (%’ _%’ %’ _

d <$3721> = 5’ <'I37ZQ> =—1la tedy

o ) B . _ (1 11 1\T

e normalizujeme ys: ||y3|| = 2 a mame 23 = (—5,—5,5,3) -
RO _f(1 11 1\T (1 11 _INT (_1 _1 1 I\T
ReSenim je ortonormalni baze B = {(5,3.35,3) (5. —35,3: —3) » (=3, —3:5,3)" }-
Pozndmka. Ctenal muze dale overit, ze vektory zp, 29, z3 jsou skuteéné na sebe
navzajem kolmé a maji jednotkovou velikost. To poslouzi i jako diléi (a obvykle
postacujici) zkouska spravnosti vysledku. Kdybychom chtéli mit skute¢nou jis-
totu, ze vysledek je spravné, museli bychom jesté ukazat, ze vektory zi, 2o, 23

generuji prostor R(A). To lze prokazat napiiklad ovéfenim rovnosti z véty o Fou-
rierovych koeficientech, tedy rovnosti x = Z?Zl (rg, zi)z3 pro k =1,2,3.

Rozgiite ortonormalni béazi z predchoziho piikladu na ortonormalni bazi R%.

Reseni:

Abychom rozsiFili bazi fadkového prostoru matice A na bézi celého prostoru R?,
muzeme napiiklad matici nejprve prevést do odstupnovaného tvaru. Tim se do-
zvime pozice nebazickych sloupci, pro které pridame odpovidajici kanonické
vektory. Odstupnovany tvar matice A je

1 111
01 01
00 2 2

Nebézicky je pouze posledni sloupec, proto sta¢i pridat x4 = (0,0,0,1)T, ¢imz
ziskdme rozsifeni na bazi R*. Pokud aplikujeme Gramovu-Schmidtovu ortogo-
nalizaci na puvodni fadky matice a vektor e, pfiddme na konec, bude ortogona-
lizace pro prvni tii vektory probihat stejné. Miizeme proto aplikovat Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci rovnou na vektory zy, 2o, 23, x4, ¢imz ziskdme hledané
rozsiteni na ortonormalni bézi.

Konkrétné staci dopocitat pouze nakolmeni a normovani xy:

o (x4,21) = %, (4, 20) = —%, (x4,23) = %, a tudiz

e normalizujeme yy: ||y4]| = % a ziskame z4 = (%, —%, %7%

Bud z; = (1,1,0)7, zo = (1,1, 1)T:

(a) ortogonalizujte vektory v potradi x;, x,

(b) ortogonalizujte vektory v poradi z, .
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Reseni:

Cilem tlohy je uvédomit si, ze u Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace zélezi na
tom, v jakém potradi vektory ortogonalizujeme. V obou piipadech dostaneme
spravnou ortonorméalni béazi prostoru span{zi, z,}, ale pokazdé se ta baze bude
skladat z riznych vektort.

(a)

(b)

Ortogonalizace v poradi x1, rs vede k dvojici vektoru

L(1,1,0)7, (0,0,1)",

Ortogonalizace v poradi xy, z; vede na dvojici vektori

L1, LT, (1,1, -2)T.

Cv. 2.5 Co se stane, kdyz Gramova—Schmidtova ortogonalizace

(a) dostane na vstup linearné zavislé vektory?
(b) dostane na vstup ortogonalni vektory?
(c) dostane na vstup ortonormalni vektory?
(d) dostane na vstup —z; namisto x;? Jak se zméni vystup?
Reseni
(a) Mé&jme na vstupu zy, ..., %, a mé&me j nejmensi takové, ze x; = Zz;ll Q;T;
je vektor linearné zavisly na xi,...,x;_1. Jeho projekce do podprostoru
span{zy,...,z;_1} je tedy vektor x; sim. Gramova-Schmidtova ortogona-
lizace bude probihat normélné az do okamziku, kdy dojde k odecteni kolmé
projekce vektoru x; do podprostoru span{zy,...,z;_1}. V tu chvili se vek-

tor vynuluje. Pti jeho nésledném normovani se program zastavi, protoze
budeme chtit délit 0.

P1i odéitani kolmé projekece na jiz zortonormalizované vektory se vektor ne-
méni, nebot vSechny projekce budou nulové vektory. Jediné, k ¢emu dojde,
bude normalizace vektori, které jsme dostali na vstupu.

V tomto pfipadé ani odé¢itani projekei (nulovych vektort), ani normovani
(déleni 1) neméni vstupni vektory. Proto na vystupu dostaneme stejné vek-
tory jako na vstupu.

Ortogonalizace pobézi pro vstup x1,...,%;_1, %, Tit1, ..., T, stejné jako
Pro Xi,...,%;i_1, —T;, Tiv1,- .., T, aZ do okamziku, kdy prejdeme k orto-
gonalizaci i-tého vektoru. Ozna¢me jako p kolmou projekci i-tého vek-
toru do podprostoru span{x,...,z;_1}. Vektor p bude mit pro x; a —x;
opacné znaménko, tedy i po odecteni projekce dostavame vektory z; — p a
—z; — (=p) = —x; + p = —(x; — p) s opacnymi znaménky. Normovéani nam
tento vztah zachova.

Pro ostatni vektory uz k zadné zméné nedojde. Odé¢itame totiz kolmou
projekci do podprostoru, ktera nezavisi na zvolené bézi tohoto podprostoru.

Vystupy obou ortogonalizaci budou stejné az na znaménko i-tého vektoru.
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Cv. 2.6 V prostoru C? ortogonalizujte z; = (i,4,4)T, x5 = (0,4,4)T, 23 = (0,0,)T.

Reseni:

Pokud bychom nebyli omezeni na provedeni Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace, mohli bychom odecist druhy vektor od prvniho a tieti vektor od druhého.
Dostali bychom vektory (i,0,0)%, (0,4,0)%, (0,0,4)T. Ty zfejmé generuji stejny
prostor jako ptvodni vektory a zaroven maji vSechny normu rovnu 1.

Postupujme nyni pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Nejprve znor-
mujme vektor z; = (4,4,4)T. Norma vektoru je

21|l = /(wr, 20) = /2T7T = /3(i - (—i)) = V=32 = V3.

Proto z; = %(z’,i,z’)T. Dale

L

v = (0,4, 8)7 = (wy, 21) Z5 (4,4, 1)7 = (0,4,1)" — Z=25(0,4,1)"

(0,4,9)" — 2(i,1,4)" = 5(—24,4,9)".

Normovanim dostavame

‘H

7 = porg(=20,0,0)" = Y25(=2i,0,0)" = J=(=24,4,9)".

SIS

Nakonec

ys = (0,0,4)7 — 2(4,4,0)" — £(—=2i,1,1)" = 3(0, —i,9)7,

=

a tedy z3 = %(0, —i,1)T

Cv. 2.7 Najdéte ortonormalni bazi podprostoru R? popsaného rovnici z —y + z = 0.
Reseni:
Mnozina feSeni soustavy ma tvar {(a — b, a,b) : a,b € R}. Jedna z moznych bézi
je proto (0,1,1)%,(1,1,0)”. Po znormalizovani prvniho vektoru dostaneme

Po odecteni projekce od vektoru (1,1,0)” dostavame

y2 = (L,1,0)" = ((1,1,0)", (0,1, 1)7) - 55 - (0,1,1)"

V2
=(1,1,0)0" = (0,1, 1)" = (1,4, —3)".

Nyni sta¢i normalizovat vektor y» = (1,1, —%)T. Ten méa normu +/3/2. Tedy
druhy vektor ortonormalni baze je

Poznamenejme, ze feSeni tlohy se muze liSit v zavislosti na volbé baze.
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Cv. 2.8 Pro skalarni souéin (x,y) = 2x1y; + x1y2 + T2y1 + T2y zortogonalizujte vektory
T = (1,O)T, To = (1, ].)T

Reseni:
Diilezité je uvédomit si, ze postup Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace se nijak
nemeéni. Lisit se budu pouze vypocet skalarniho sou¢inu (z,y) a normy ||z| =

V{(x, ).

V prvnim kroku normalizujeme vektor (1,0)7. Plati, Ze

H(LO)TH:\/2x%+2x1x2+x§:x/2~12+2-1-0+1.02:\/57
proto z; = %(1,0)? Déle
(@3,2) =2-1- 5 +1-1-041-1-F+1-1-0=3,

z Cehoz
Yo = (17 1)T - %%(170)71 = <_%7 1)T

Protoze

I3 071 =2 (GP+2- (=) 141 2= &,

mé druhy vektor ortonorméalni baze hodnotu zy = ?(—%, T = %(—1, 2)T.
Miizeme opét provést (dilci) zkousku a ovérit, ze vysledné vektory z, zo jsou na

sebe kolmé v piislusném skalarnim soucinu, tedy (z1, z2) = 0.
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