Piiklady na procvicéeni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(3) Operace s maticemi

Cv. 1. Spoctéte (—1)A + 2BC, kde A, B, C jsou nésledujici matice:
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Cv. 2. Vyieste soustavy rovnic a provedte zkousku pomoci nasobeni matic.

= 9r-()

Resendi:
Resenim prvni soustavy rovnic Az = b je vektor z = (1,0)7. Vysledek ovéfime

zkouskou

2 3\ (1) (2-1+3-0\ (2

1 2 0/ \1-1+2-0) \1
Regenim druhé soustavy rovnic By = ¢ je vektor y = (=1 —t,£,2)”, kde t € R.
Vysledek ovérime zkouskou:
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Cv. 3. Vyjadrete elementarni radkové tpravy pomoci nasobeni matic.

Reseni:

(a) Vynésobeni i-tého fadku skaldrem a # 0. Muzeme zapsat pomoci matice

100 - 000 -- 0

10 0 00 0

0 01 0 0 0 0
A=10 0 0 - 100 --- 0
000 0O a O -+ 0
000 0 0 1 0
coo00-.-- 000 -1

Tedy vezmeme matici identity a na pozici 7,7 zaménime 1 za . Nasobenim
touto matici zleva nasobime i-ty fddek konstantou a.

To muzeme ovéiit z definice ndsobeni. Necht D je libovolna matice Fadu
m xn a A je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom AD je také matice
radu m x n a pro libovolny fadek j € [m] a sloupec k € [n] plati:

[AD]]’k - Z Aj,lDl,k
l

= A;;Djk (A;; # 0 pouze pro | = j)
_ {Da‘,k pro j # i

o (dosadime za A; )
aDj,  proj=1i

Vidime, ze AD mé vsechny fadky kromé i-tého shodné s matici D a i-ty
radek je vynasoben skalarem «.

(b) Prohozeni i-tého a j-tého fadku. Muzeme zapsat pomoci matice

10 --- 000 --- 000 --- 0
1 - 000 -- 000 --- 0
00 100 - 000 0
0 0 000 - 010 0
00 001 - 000 0
B = )
00 000 - 1 00 0
00 010 - 00 0
00 0 0 - 0 01 0
0 0 000 - 0 00 1



Tedy vezmeme matici identity a prohodime jeji i-ty a j-ty radek. Nasobenim
touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice ndsobeni. Necht D je libovolna matice
fadu m x n a B je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom BD je také
matice fadu m x n a pro libovolny tddek k € [m] a sloupec [ € [n] plati:

[BD]k,l - Z ka/Dg/’l
Z/

ByxDyy  prok #1i,j
=< ByiDiyy prok=j (pro ostatni hodnoty ¢ je By = 0)
| Br,jDj;  prok =1

,Dk,l pro k #1,j
=<¢D;; prok=j (dosadime piislusné hodnoty z matice B)

Dy prok=1i

\
Vidime, ze BD ma vsechny fadky kromeé -tého a j-tého shodné s matici D
a -ty a j-ty radek jsou prohozeny.

Pri¢teni a-nasobku i-tého radku k j-tému radku, kde ¢ # j. Muzeme zapsat
pomoci matice

1 00 00 0 - 0 00 0
010 00 0 - 0 00 0
000 100 - 000 0
000 01 0 - 000 0
000 0 0 1 000 0
C= )
0 00 0 00 1 00 0
0 00 0 a O 10 0
000 0 0 O 0 1 0
cooo0-.---00SO0.:-00¢0 --- 1

Tedy vezmeme matici identity a na pozici ¢, j zaménime nulu za o. Nasobenim
touto matici zleva pri¢itame a-nasobek j-tého radku k ¢-tému.

Ovéieni provedeme z definice ndsobeni matic. Necht D je libovolnd matice
radu m x n a C je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom CD je také
matice fadu m x n a pro libovolny fadek k € [m] a sloupec [ € [n] plati:

[CDJxy = Z Crye Doy
e/

CyxDyi+ Cr;Djy  prok =i
(pro ostatni hodnoty m je Cyp = 0)
) Dy pro k # 1
DkJ + OéDjJ pro k=1
(dosadime prislugné hodnoty z matice C')

o {Ck,ka,l pro k #1



Vidime, ze vSechny tadky kromé i-tého zustaly zachovany a k i-tému fadku jsme
pricetli a nasobek j-tého radku.

Cv. 4. Dokazte, anebo vyvratte, zdali pro matice A, B,C a 0 stejného iadu a redlnd
¢isla ay, B plati:

(a) A+(B+C)=(A+B)+C (i) o(A+B)=aA+aB
(b)) A+ B=B+ A () (a+p)A=aA+pA

(c) A+0=A (k) «A+ 3B = (a+ B)(A+ B)
() a(B4) = (aB)A () (AT)T = A

(e) a(BA) = B(aA) (m) AT A je symetrickd

(f) A+ (-1)A= (n) (A+ B)T = AT + BT

(g) 1A= A (0) (@A)" = a(AT)

(h) A(B+C)=AB+ AC (p) A, =A

(a) Tvrzeni plati.
Prvné ukazeme, ze leva i prava strana davaji smysl a maji stejné rozméry.
Matice A, B, C' jsou vsechny stejného fadu, oznacime si jejich rozméry jako
m X n. Pak na levé strané sc¢itame B + C', coz jsou obé matice fadu m x n
a dostavame novou matici tadu m x n. Tu pfi¢itame k matici A, kterd je
rovnéz radu m X n. Tedy leva strana dava smysl a vysledkem je matice radu
m X n.

Obdobné pro pravou stranu dostavame ze (A + B) + C' dava smysl a
vysledkem je vzdy matice m x n.

Nyni ukézeme, Ze se matice rovnaji porovnanim po slozkach. Pro kazdé
i € [n] aj € [m] plati:

= ([A]ij + [Blij) + [Cli; (asociativita s¢itani v R)

(b) Tvrzeni plati.
Podobné jako v predchozim prikladé. Nejprve ukazeme, ze obé strany davaji
pro vSechny uvazované matice A, B smysl a vysledky maji shodné rozmeéry.
Poté ukazujeme rovnost po slozkach, tedy pro kazdé i € [n] a j € [m]:

[A+ Blij = [Alij + [Bli;
= [Bl;; + [Ali; (komutativita s¢iténi v R)
= [B+ Al

(c¢) Tvrzeni plati.
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Tvrzeni plati.
Tvrzeni plati.
Tvrzeni plati.
Tvrzeni plati.
Tvrzeni plati (jednd se o distributivitu ndsobeni a séitani). Aby obé strany
davaly smysl musi A, B, C' splihovat:
AeR™" B,CeR"™P
(jinak neddva ani jedna strana smysl). Diky predpokladu, ze A, B, C jsou
stejého tadu, tedy musi byt vSechny matice ¢tvercové.
Tvrzeni plati.
Tvrzeni plati.

Tvrzeni neplati.
Ukazeme pomoci protiptikladu. Najdeme «, 8, A, B, kterd splnuji zadéni,
ale pro néz tvrzeni neplati. Naptiklad

10 0 0
ee2senan (L s (00).

aA+ BB = <(2) g) y, (8 g) (a+ B)(A+ B).

Dostavame

Tvrzeni plati.
Je-li A matice fadu m x n, pak AT je matice fadu n x m a (A7) je opét
matice fadu m x n. Tedy matice na pravé i levé strané maji shodné rozméry.

Poté dokazujeme rovnost po slozkach, pro vsechny i € [m] a j € [n].
[(AT) )iy = (A" = [Aliy

Tvrzeni plati.

Matice D je symetrickd pokud plati D = DT Prvné si uvédomme, Ze pokud
matice A je rozmért m x n, pak matice AT je rozméri n x m. Nésoben{
matic AT A tedy dava smysl a jeho vysledkem je matice rozméri n x n.

Déle dle Véty 3.13 (Vlastnosti transpozice) ze skript vime, ze pro vsechny

matice D, E vhodnych rozmért (takovych aby §ly vyndsobit) plati (DE)T =
ETDT. Proto dostavame:

(ATA)T = AT(ATT (dle (DE)T = ETDT)

= AT A (predchozi tvrzeni)

Tvrzeni plati.

Tvrzeni plati.

Tvrzeni plati pouze pokud A je matice fadu mxn pro néjaké m a n shodujici
se s I,,. Jinak leva strana nedava smysl.

>



Cv. 5. Pro libovolnou nesymetrickou ¢tvercovu matici A zkonstruujte symetrickou ma-
tici B tak, ze jejich soucin nekomutuje, t.j. AB # BA. Komutuje sou¢in matic
pokud jsou obé matice symetrické?

Reseni:
Pro prvni ¢ast muzeme vybrat napiiklad matice

=m0
w=( D066 -GG

Tvrzeni neplati ani pokud jsou obé matice symetrické. Volime napiiklad matice

Pak

1 2 3 010
A=12 4 5]l aB=1[1 00
3 5 6 001
Dostavame:
1 2 3 010 21 3
AB=12 4 5 1 0 0)=14 2 5] #
3 5 6 0 01 5 3 6
2 4 5 010 1 2 3
11 2 3]=1(100 2 4 5| = BA.
3 5 6 0 01 3 5 6

Cv. 6. Dokazte nebo vyvratte:

(a) Necht A, B € R™"™. Pokud A je symetrickd a komutuje s B, pak A komutuje
s BT,
(b) Necht A, B € R™". Pokud A komutuje s B, pak A komutuje s BT.

Reseni:

(a) Tvrzeni plati, ABT = ATBT = (BA)T = (AB)T = BT AT = BT A.
(b) Tvrzeni neplati, napiiklad

01 2 0 01
A=10 3 4) aB=10 0 0
0 00 0 00



