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Cv. 4.1

Cv. 4.2

Cv. 4.3

4. Regularni a inverzni matice

Diskutujte, kdy je trojihelnikovid matice regulérni.

(Pfipomenme, Ze horni trojihelnikova matice A ma libovolné hodnoty na dia-
gonale a nad ni, ale pod diagonalou jsou samé nuly. Formélné: a;; = 0 Vi > j.
Dolni trojuhelnikova matice to méa naopak.)

Reseni:

Horni trojuhelnikova matice je jiz (skoro) v odstupiiovaném tvaru. Pokud jsou
diagonalni prvky nenulové, pak to jsou pivoty a matice je regularni. Pokud ale-
spon jeden diagonalni prvek je nulovy, pak v prislusném sloupci neni pivot, a
tim padem je matice singularni.

S dolni trojihelnikovou matici je to stejné. To jest, matice je regularni pravé
tehdy, kdyz jsou vSechny prvky na diagonéle nenulové. Zdtuvodnéni je jednoduché
— transpozici matice ji pfevedeme na horni trojihelnikovou matici a uvédomime
si, Ze transpozice zachovava regularitu.

Uvazujme matici v blokovém tvaru

a ar
=3 ¢)
kde o # 0, b,c € R" ! a C € RPDx(=1) Aplikujte na matici jednu iteraci

Gaussovy eliminace a odvodte rekurentni vzorecek na test regularity.

Reseni:
Od druhého tadkového bloku odec¢teme ib—néxsobek prvniho fadku a dostaneme

a al (« al
b—aéb C’—ébaT ~\o C’—ébaT ’

Tim jsme provedli jednu iteraci Gaussovy eliminace. Protoze pivot vlevo nahote
je nenulovy, muzeme usoudit, Zze matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je
regularni matice C' — ébaT. Tim jsme zredukovali test regularity matice fadu n
na regularity matice matice fadu n — 1.

Najdéte inverzni matici k matici

e
I
W N =
SN
ot W

Reseni:
Elementarnimi fadkovymi tpravami prevedeme (A | I3) na redukovany odstup-
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novany tvar:

1 2 3(1 00 1 2 3 1 00 1 2 3 1 00
23 5|01 0)~(0O -1 -1}-21 0} ~10 -1 —-1(-2 10
3 5 10|10 0 1 3 5 10 0 0 1 0 -1 11-3 0 1
1 2 3 100 1 0 1]-3 20
~ 10 11 2 =1 0)~1{0 11 2 -1 0] ~
0O -1 1,-3 01 0 -1 1({-3 01
10 1]-3 20 1 01 -3 2 0
~ 10 11 2 -1 0] ~10 11 2 —1 0] ~
00 2|—-1 -1 1 0 0 1|-05 —0.5 0.5
1 0 0]—-25 25 —-0.5 10 0]—-25 25 —-0.5
~ 10 11 2 -1 O)J~(0 1 0| 25 —-05 —-0.5
0 0 1/-05 —05 0.5 00 1,-05 —05 0.5
-5 5 -1
Méme tedy At =2 | 5 -1 -1
-1 -1 1

Cv. 4.4 Invertujte matice elementarnich radkovych aprav.

Pripomenme, Ze elementarni operace a pfislusné matice jsou:

(a) Vynasobeni i-tého Fadku ¢islem o # 0 lze reprezentovat vynésobenim
zleva matici

1 0 0
0

Ei(a)=1: a
: .. .0
0o ... ... 0 1

(b) Pfic¢teni a-nasobku j-tého fadku k i-tému, pficemz i # j, lze reprezen-
tovat vynasobenim zleva matici

1 0 ... ... 0
Eij(a) = 1
7 a 0
1
J

(¢) Vyména i-tého a j-tého fadku jde reprezentovat vynéasobenim zleva
matici
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Reseni:
UkéZeme dva postupy.

1) Prvni zpusob je podle kuchaiky na invertovani matic. Prvni matici invertujeme

takto:
1 0 01 O 0
0 0
(Ei(a) | 1) = o' 1 ~
0]: 0
0 0 0 0 1
0 01 0 0
0 0 :
~ 1 1/a | = (L] Ei(a™h)
0 0
0 0 1]0 0 1
Druhou:
1 0 ... ... 0|1 O ... ... 0
N O R
(Eij(a) | In) = ARETRE IESEURN IRUR B
Q L0 L0
110 0 1
1 0 01 0 0
0 :
~ 1 1 | = Un | Eij(=a))
o0 -« 0
0 0 1 1
Treti:

(Eij | 1n) = ~

Tudiz EZ‘<O[)_1 = EZ'(Oé_l), EZJ(()[)_l = EZ]<—Oé) a E;l = EZ]
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2) Druhy zpisob je vyuzitim vyznamu elementarnich matic. Prvni matice F;(«)
nasobi i-ty Fadek cislem « # 0. Inverzni operace je vydéleni i-tého fadku ¢islem
«, co% je representovano matici E;(a™1). Zkouska E;(a)E;(a™!) = I pak skutetné
overi, ze se jedna o inverzni matici.

Druhéd matice E;j() pfi¢te a-nasobek j-tého fadku k i-tému. Inverzni ope-
race je odec¢teni a-nasobku j-tého radku od ¢-tého, coz je representovano matici
E;j(—a). Zkouska opét ovéfi, ze se jedna o inverzni matici.

Treti matice F;; prohazuje i-ty a j-ty fadek. Inverzni operace je tatéz, vyména
i-tého a j-tého radku. Tudiz matice F;; inverzni sama k sobé&.

Cv. 4.5 Invertujte matici fadu n:

1 11 1
1 2 2 2
A=1|1 2 3 3
1 2 3 n

Reseni:
Podle postupu sestavime rozsifenou matici:

111 111 0 0
12 2 . 210
(AlL)=[12 3 ... 3 1
T .0
123 ... n(0 ... ... 0 1

Od radku 2 az n odecteme prvni fadek a dostaneme

1 11 1 1 0 0
011 ... 1 -1 1

01 2 2 20 1

012 ... n=-1|-10 ... 0 1

V levé ¢asti je vpravo dole je matice stejného typu jako A, pouze o fad mensi.
Postupujeme tedy indukci dale a po dalsich n — 2 krocich dostaneme

1 1 1 ...1p1 0 ... ... O
0 1 1 ... 1]-1 1 :
o - 1 ... 170 . 1

o 0
0 0 170 0 —-11
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Nyni od prvniho fadku odec¢teme druhy, pak od druhého tfeti, atd. az od pfed-
posledniho ten posledni. Dostaneme matici, kde hledan4 inverze A~! je napravo

10 O ... 02 -1 O ... O
o 1 o0 ... 0-1 2 -1 :
0o . 1 0 P ()
: : -1
0 0 1|0 0o -1 1

Cv. 4.6 Zjednoduste nasledujici vyraz, kde A, B jsou regularni matice stejného fadu:

(I -BT"A YA+ (ATB)T AT

Reseni:
S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového soucinu, transpozice a inverze od-
vodime
(I -BTA YA+ (ATB)TA™!
=JA—-BTA'A+ (ATB)TA™!  [distributivita]
=JA—-B'I 4+ (ATB)TA™! [definice inverze]
=A-BT +(ATB)TA! [ndsobeni matici I|

=A-BT +BTAA™! [transpozice sou¢inu matic|
= A-B"+ BT [definice inverze]
= A

Cely vyraz se tak zjednodusil na matici A.
Cv. 4.7 (a) Dokazte, ze pro A, B € R™*" kde A regularni, plati
(ABA Y = AB* A

(b) Bud A € R™" regularni matice. Najdéte limitu (pokud nevite, co je
limita, tak pouZijte intuici)

1 0 0
0 1

lim AD¥A™', kde D= 2
0 . 0o 4

a urcete jeji hodnost.

(c¢) Aplikujte predchozi na matici A, jejiz prvni sloupec i fadek je tvoreny
jednotkovym vektorem e; = (1,0,...,0)T.

Resendt:
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(a) Postupujeme matematickou indukei. Pro & = 1 tvrzeni plati, protoze
(ABA™)! = AB*A™L.
Indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro k& — 1, tedy (ABA™1H)k1 =
ABF 1A=L Upravime za pouziti indukéniho predpokladu
(ABA™)YE = (ABA™Y)*"1(ABA™") = (AB* A1) (ABA™)
= AB" 1 (A"'A)BA™' = AB*'BA™!
= AB*A™L.

(b) Podle ptedchoziho bodu mame

o0 .0
kg1 0 5 : 1
ADFA™ = A ? A
: 0
0 0 2
10 0
a0 A = A (A,
k—o0 o0
0 0 0

Matice méa hodnost 1, nebot je vnéjsim souc¢inem dvou vektoru.

c) Je-li A*l = €1 a Al* = €7, pak nutné totéz |)lati i pro inverzni matici,
1
konkrétné (A 1)1* =€7. Tudiz

1 0 ... 0

kll_)rgo ADkA_l = A*l(A_l)l* = €1€6; =



