Piiklady na procvicéeni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(5) Grupy a télesa

Cv. 1. Zjistéte, zda je grupou:

) (
) (Q-),
(c) (Q\ {0},0), kde aob = |ab| pro vSechna a,b € Q,
(d) (Q,0), kdeaob= “T“) pro vSechna a,b € Q,
) (Q,0), kde aob = a+ b+ 3 pro vsechna a,b € Q,
) (

(g) mnozina rotaci v R? kolem poc¢dtku s operaci sklddan{ zobrazeni,

(h) mnozina posunut{ v R? s operaci skldddn{ zobrazen.

Reseni:

(a) (Q,-) neni grupou, protoze neexistuje inverzni prvek k 0.

(b) (Q, —) neni grupou, protoze rozdil racionélnich ¢isel neni asociativni. Napiiklad
8—6)—1=1#3=8—(6-1).
(

Q\ {0},0), kde aob = |ab| pro viechna a,b € Q neni grupou, protoze neni
zarucena existence neutralntho prvku. Pro libovolné a < 0 je aoe = |ae| >
0 > a pro vSechna e, tudiz zadné e nemuze splnovat definici neutralniho
prvku pro zaporna a.

()

(d) (Q,0),kde ach = “TH’ pro vSechna a, b € QQ neni grupou, protoze aritmeticky
prumér cisel neni asociativni. Naptiklad pro a = 1,b = 5,¢ = 7 mame
ao(boc)=1(1+220)=35#£5=1(HF2+7) =(aob)oc.

(e) (Q,0), kde aob = a+ b+ 3 pro vsechna a,b € Q, je grupou. Asociativita
plati z asociativity scitani nad Q. Neutralni prvek je e = —3, protoze pro
kazdé a € Q plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=c¢€o0a.
Konecné, inverzni prvek pro kazdé a € Q je b = —a — 6, protoze
aob=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=boa.

(f) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice souctu funkei a asociativity
scitani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(z) + (g(z) + h(z)) =
(f(z) + g(z)) + h(z). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro v8echna x € R. Inverzni prvek pro kazdou f € F je funkce — f.



(g) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity sklddéni zobrazeni. Neutralnim
prvkem je napiiklad rotace o 360 stupnu. Inverznim prvkem k rotaci o tthel
a je rotace o uhel o v opacném sméru.

(h) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skladani zobrazeni. Neutrdlnim
prvkem je identické zobrazeni e((z1,z2)T) = (x1,72)7 (tj. posunuti vekto-
rem (0, 0)7) a inverzim prvkem ke kazdému posunuti ¢((zy, 72)7) = (@1, 29)T+
(a,b) je posunuti t=1((x1, 22)T) = (21, 22)" — (a,b)T.

Cv. 2. Vyplite tabulku pro bindrni operaci o na G tak aby (G,o) byla grupou s ne-
utralnim prvkem 0. Zduvodnéte.

ol 0|1
(a) | O
1
o|0|1]2
0
(b) 19
2
ol|0
(©) o
ol01]1]12/3
0
(d) |1 0
2
3
Reseni:

Prvni tii tabulky jsou urceny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim prvkem pro o
urcuje prvni fadek i sloupec tabulky. Existence levého i pravého inverzu omezuje
pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonaly. Asociativita vynuti zbylé
pozice. Dostavame:

o011
(a) | 0] 01 |- aditivni grupu modulo 2,
11110
ol0]1]2
0012 e
(b) T30 — aditivni grupu modulo 3,
212101
ol 0 1
(c) 01O — trividlni grupu,
o|l0]1]2(3
001123
(d) napiiklad| 1 | 1 | 0| 3 | 2 |- Kleinovu grupu, tj. grupu symetrii obdélnika.
21213|1011
313121110




Cv. 3. Necht (G,o) je grupa a * € G. Rozhodnéte, zda (G, *) je grupou s operaci
definovanou a x b = a o x o b pro vsechna a,b € G.

Reseni:
Ovérime definici grupy. Nova operace je asociativni jelikoz o je asociativni. Pro
vSechna a, b, c,z € G plati:

ax(bxc)=aoxo(boxroc)=(aoxob)oxoc=(a*xb)xc,

kde jsme prostiedni rovnost dostali diky asociativité o na G aplikované na prvky
a=aox,f=bavy=xocgrupy G.

Ozna¢me F neutrélni prvek v (G, o). Neutralnim prvkem (G, *) je inverzni prvek
x vzhledem k o, tj. e = 27! vzhledem k o. Ovéiime pro véechna a,z € G:

1 1

exa=x ozxoa=Foa=a=aoF =aoxozx  =axe.

Podobné, inverzni prvek pro kazdé a € G v grupé G je b=x"toa oz}, kde
a~! je inverzni prvek k a v grupé (G, o). Ovéfime pro viechna a,z € G:
axb=aozxox toator '=aoFoatox ' =aoa"

:x_lze

1 1

ox '=FEox~
—rl'oE=2"'oaoa=a"'oa'oEoca=a2"oatoxtozoa

=bxa .

Cv. 4. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je Abelovou (komutativni) grupou:

(a) mnozina {(}%) | z € Z} s maticovym soucinem,
a
a

i
(b) mnozina {(g &

)| a € R\ {0}} s maticovym soucinem.

Resdeni:

(a) Ano. Nejdiive ukdzeme, ze maticovy soucin je uzavieny pro danou
mnozinu. Pro vSechna a,b € Z

GHEY-6o1).

coz je matice nélezejici do zadané mnoziny (2 = a + b € Z pro vSechna
a,be ).

Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity
maticového soucinu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozmeéru.
Neutralnim prvkem je jednotkova matice fadu dva, jez patii do zadané
mnoziny (z =0 € Z).

Konec¢né, inverznim prvkem pro libovolnou matici (§ %) je celociselnd
matice (§ 57), coz plyne z rovnosti (1).
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Zadana mnozina matic spolu s maticovym sou¢inem tvoii grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového soucinu plyne z rovnosti (1) a komutativity s¢itani
nad Z. Ovérili jsme tedy, ze se jedna o Abelovskou grupu.

Ano. Nejdiive ukdzeme, ze maticovy soucin je uzavieny pro danou
mnozinu. Pro vSechna a,b € R\ {0}

a a\ (b b\ (2ab 2ab 2)
a a)\b b) \2ab 2ab) ’
coz je matice nalezejici do zadané mnoziny (2ab # 0 pro vsechna a,b €
R\ {0}).

Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity

maticového soucinu pro obecné ¢tvercové matice.

Neutrdlnim prvkem je matice 3 (1 1), jez pati{ do zadané¢ mnoziny.

Konec¢neé, pro vsechna a € R\ {0} je inverznim prvkem pro matici (§ g )
matice - (1 1), coz plyne z rovnosti (2) (vSimnéte si, ze inverzni prvek
je definovan, protoze a # 0).

Zadana mnozina matic spolu s maticovym sou¢inem tvoii grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy sou¢in pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového sou¢inu plyne z rovnosti (2) a komutativity soucinu
nad R. Ovérili jsme tedy, ze se jednd o Abelovskou grupu.

Cv. 5. Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a) (271 +1)4)7"4/3 v Zs,

(b) 6+

Resdeni:

7, —7,6 : 7, 771,6/7 v ZH.

(a) Téleso Zs je definovano jako mnozina vsech zbytku v Z po déleni 5 spolu s
operacemi souctu a soucinu modulo 5. S¢éitat modulo 5 1ze jednoduse. Pro
ostatni vypocty v Zs nam poslouzi tabulka pro operaci souc¢inu modulo 5.

Zs.- 101234
0 |0[0]0]0]0
1 [0[1]2[3]4
2 1021413
3 03142
4 |ol4(3]2]1

Vsimnéte si, ze z tabulky je vidét, ze mnozina Zs \ {0} = {1,2,3,4} se
souc¢inem modulo 5 tvoii grupu — takzvanou multiplikativni grupu modulo
5. Toto neni prekvapivé, protoze téleso je definovano jako mnozina T s ope-
racemi s¢itani + a nasobeni - na T, takovymi ze (T, +) je grupa s neutralnim
prvkem 0 a (T \ {0}, -) je také grupa.



Nyni muzeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pii vypoctu nalezneme
multiplikativni inverz k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajicitho sloupce musi byt hledany
multiplikativni inverz a=!, protoze a-b =1 v Zs. Dostédvame:

'+ D) =B+ 1)) =l =) =1v7Zs

4/3=4-3"1=4-2=3v Zs.

(b) Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zi;. Dostavame:

6+7=6+7 (modll):2VZH,
—7=11-7 (mod 11):4VZ11.
6-7=6-7 (mod11)=42 (mod 11) =9 v Z;.
Pii hledani multiplikativniho inverzu k prvku 7 muzeme postupovat jako

pri vypoctu fadku odpovidajictho 7 v tabulce pro sou¢in v Zy;. Vypocet
zastavime v momenté, kdy uvidime 1:

7-1=17,
7-2=3,
7-3 =10,
7-4=0,
7-5=2,
7-6=09,
7-T7=025,
7-8=1.
Vidime, ze
T =8v Zy.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7T=6-7"'=6-8=48 (mod 11) =4 v Z;.

Cv. 6. Nad Zs najdéte mnozinu vSech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z2z=1
dr+y+32=3

a spocitejte jejl mohutnost.

Reseni:

Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-
novat prvky pod pivotem muzeme pri¢tenim vhodného nasobku fadku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nésobku prvniho radku k druhému dostavame

3 2 1|1 3 2 111
41 3|3 00 0(0)"
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Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime
r=3"'1-2y—2)=2(1+3y+42)=2+y+3z.
Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +4(1,1,0)" +2(3,0, )" | y,2 € Zs} .

Mame 25 = 5 - 5 ruznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feseni je
tedy 25.

. Naleznéte multiplikativni inverzy 97! a 127! v Zs;.

Resent:

Mohli bychom postupovat stejné jako pro Zi;, ale vypocet by mohl trvat 31
kroku pro zkonstruovani celého fadku odpovidajictho prvku 9 v tabulce pro
soucin v Zs; . Efektivni metodou je pouziti rozsiteného Euklidova algoritmu jehoz
vystupem je kromé NSD(9,31) také dvojice celociselnych hodnot a,b € Z, pro
které plati

1 =NSD(9,31)=a-9+b-31.

Tudiz nalezend hodnota a (mod 31) je multiplikativni inverz prvku 9 v Zs;.
Rozsiteny Euklidav algoritmus na vstupu (9, 31) provede nésledujici kroky:

ap = 31,
a; = 97
4y —4=31-3.9,
az3=1=9-2-4=7-9-2-31.
Posledni hodnota as je hledany NSD(9,31), o kterém jsme védéli, ze musi vyjit

roven 1, protoze 31 je prvocislo. Navic jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet
celociselnych nasobku 9 a 31. Muzeme tedy odvodit, ze

1=7-9-2-31=7-9-2-31 (mod31)=7-9 (mod 31).
Proto 9_1 :7V231.

Pro 12 dostavame:

ag = 31,

a =12,

4y =T7=31-2-12,

a3 =5=12-7=3-12 - 31,

g =2=7-5=31-2-12-3-12+31=2-31—5-12,

a5 =3=5—-2=3-12—-31-2-314+5-12=8-12—-3- 31,

ag=1=3-2=8-12—-3-31-2-31+5-12=13-12—-5-31.
Opét jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet celo¢iselnych nasobku 12 a 31. Muzeme
tedy odvodit, ze

1=13-12—-5-31=13-12—-5-31 (mod 31) =13-12 (mod 31) .
Proto 127! =13 v Zs;.



Cv. 8. V Z; spocitejte mocninu matice A% pro matici A = ($2%).
Reseni:
Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A® proi = 1, ..., 0o cyklicka.
Spoctéme nékolik prvnich ¢lenu této posloupnosti:

a1 (3 2
A== (1),
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Vidime, zZe perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spocitame
jako

20
100 _ 2100 (mod6) _ 44 _
A A A (0 2) :



