Piiklady na procvicéeni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):

(6) Permutace

Cv. 1. Méjme permutaci

p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spocitejte p a p~14.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?

Reseni:

K permutaci p” se nejrychleji dostaneme tak, Ze spoc¢itdme p? = p o p, nésledné
pt = p?op?, p® = p* o p* a nakonec p° = pBop.

Dostavame
o p? = (1,4,3)(2)(5)(6,10,8)(7,11,9),
o p'=(1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11),
o p® =(1,4,3)(2)(5)(6,10,8)(7,11,9),
o p’ = (1)(2,5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Pro p~'* nejprve uréime stejnym zptisobem p'* = p®op?op? a nésledné spocitdme
inverzni zobrazeni. Dostavame

.p (1 13)(2)(5)(6,10,8)(7, 11,9)
— (1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k£ > 1 takovou, ze p* = id, podivdme se na
mocniny, které se budou chovat jako id na jednotlivych cyklech. Prvni cyklus ma
délku 3, tedy kazdy prvek v ném obsazeny bude vzdy po 3 iteracich zpatky na
svém misté. Prvnimu cyklu tedy odpovidda mocnina 3k;, kde k; > 1. Podobné
pro druhy cyklus délky 2 potiebujeme, aby byla mocnina nasobek 2 a pro treti
cyklus délky 6 mocninu, kterd je ndsobkem 6. Nejmensi spoleény nasobek ¢isel
2,3,6 je 6, tedy k = 6. Prvni cyklus se protoci 2-krat, druhy 3-krat a posledni
1-krat.

. Urcete znaménko permutaci r, s, kde

(1 2 3 .. n—=1n
"“won-1n-2 ... 2 1)
(12 .0 .0 L. ... ... 2n
T3 m—-1 2 4 .. )
Reseni:
Permutaci » muzeme pomoci cyklu zapsat jako
. (Ln)(2,n—1)...(%,22) pro n sudé,
(L,n)(2,n —1)... (%%, 22)(22)  pro n liché.



Cv.

4.

V prvnim pifpadé mame § cykld, v druhém "T_l cyklu. Celkové tedy dostavame,
ze ’ ,
(-1 3 = (—1)2 pro n sudé,

_n—1

(=1)" "z =(=1)"2 pro n liché.

SgH(T) — (_1)n—poéet cykld __ {
Znaménko permutace s muzeme spocitat pomoci poc¢tu inverzi. Inverze je dvojice
prvku (i, 7), takova, ze i > j a i se v cyklu nachdzi pred j. Uréime:

e 2n—1: (2n—1,2),(2n—1,4),...,(2n—1,2n—2) - dohromady n — 1 inverzi,
e 2n—3: (2n—3,2),(2n—3,4),...,(2n—3,2n—4) - dohromady n — 2 inverzi,
°:

e 3:(3,2) - dohromady 1 inverze.

. , —1. —1) . , L ,
Celkove tedy mame Z?:l — w mverzi, proto Sgn(5> — (_1)pocet mverzi __
n(n—1)

san(s) = (1)

. Najdéte vsechny permutace komutujici s p = (1,2)(3).

Reseni:

Pro p mame celkem 3! = 6 moznych permutaci, otestovanim vsSech permutaci
dostaneme, ze jediné 2 moznosti jsou p a id.

Najdéte vsechny permutace splitujici p € Syg a p* = (1, 3)(2,4)(7,8,9, 10).

Reseni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p? musi v p byt soucdsti néjaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tuseku dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se déle prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud’ oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvofit cyklus o dvou prveich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delstho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p* déle nutné vyplyva, ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p*.

Zbyva urcit p(7), ..., p(10). Podobneé jako v ptipadé prvku 1, 3 odvodime, ze musi
existovat isek (...,7,e,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9, ¢, 10, h, 7),
ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvka 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
duvodu zadna permutace p nespliuje zadani.

. Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Resdeni:

Abychom dokézali toto tvrzeni, staci ukazat, ze slozeni dvojice permutaci p, q €
S, je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na konecné mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto pujde jednoduse dokazat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti splnuji.



Prosté: Méjme z,y € {1,...,n} a necht plati

(poq)(z) =ple(z)) = ple(y)) = (po ) (y).

Protoze zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(x) = ¢(y). Nyni vyuzijeme toho,
ze je prosté ¢ a tedy plati, ze x = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé =z € {1,...n} existovat prvek
y € {l,...,n} takové, ze (po q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze je zobrazeni p
na, tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze ¢(y) = z. Toto y spliuje tedy vztah ¢(p(y)) = =.

. Dokazte, ze znaménko permutace p lze ekvivalentné definovat jako sgn(p) =

(—1)%, kde s je pocet cyklu p sudé délky.

Reseni:
Kazdy cyklus muzeme zapsat pomoci transpozic jako

(11,09, ..., i) = (i1,42) (i, 03) . . . (Tg—1, k).

Cyklus délky k tedy muzeme zapsat pomoci k — 1 transpozic, tedy znaménko
sudého cyklu je (—1)%~1 = (—1), zatimco znaménko lichého cyklu (—1)*! = 1.
Znaménko permutace o ¢ cyklech muzeme zapsat jako soucin znamének jednot-
livych cyklu. Vidime, ze cykly liché délky prispéji do celkového soucinu hodno-
tou 1, zatimco cykly sudé délky hodnotou (—1). Staci proto uvazovat pouze sudé
cykly a skutecéné plati, ze sgn(p) = (—1)*, kde s je pocet cyklu sudé délky.



