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8. Linearni zavislost a nezavislost
Cv. 8.1 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,-5), (1,-1,1), (3,2, -2).
(b) (2,0,3), (1,—1,1), (0,2,1).

Resent:

(a) Hledame koeficienty a, b, c € R takové, ze

2 1 3 0
a-| 3 | +b-|-1]+c-{ 2 ]|=]0
-5 1 —2 0

Z toho tedy dostaneme soustavu

2 1 3|0
3 =1 2|0
-5 1 =210

Vsimnéte si, Ze jednotlivé vektory jsou ve sloupcich matice. VyfeSenim sou-
stavy zjistime, Ze ma feSeni pouze a = b = ¢ = 0. Vektory jsou tedy linedrné
nezavislé.

(b) Obdobné jako v (a) vytvofime soustavu

2 1 0|0

0 —1 210

3 1110
Pomoci Gaussovy eliminace dostaneme

2 1 0(0

0 —1 210

0O 0010

Soustava ma tedy i néjaké netrivialni feseni a vektory jsou tedy lineadrné
zéavislé. Pro dplnost doplnime, Ze feSeni soustavy je a = —t, b = 2t, ¢ =t
pro parametr ¢t € R. Tedy naptiklad s koeficienty —1, 2 a 1 dostaneme

2 1 0 0
—1-{0)+2-|-1]+4+1-(2]=1{0
3 1 1 0

Cv. 8.2 Necht u,v,w jsou linedrné nezavislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodnéte, zdali jsou nasledujici mnoziny linedrné zavislé ¢i nezavislé.

(a) {u, u+v, u+w}.
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(b) {u—v, u—w, v—w}.

Resent:

(a) Obdobné jako v predchozim piikladé hleddame koeficienty a, b, ¢ € R takové,
aby
0=au+blu+v)+clut+w)=(a+b+c)u+bv+ cw.

Protoze u, v, w jsou linedrné nezavislé, musi byt a+b+c=0,0=0ac=0
a tedy i @ = 0. Odtud je {u,u + v,u + w} linearné nezavisla.

(b) Obdobné jako v pfedchozim piipadé hledame a, b, c € R takové, ze
0=a(u—v)+blu—w)+clv—w)=(a+bu+(—a+c)v+ (—b—c)w.

Tedy a+b =0, —a+c = 0a —b—c = 0. VyTeSenim dané soustavy dostaneme
feSeni a = t,b = —t, ¢ = t pro parametr t € R. Vektory {u—v,u—w,v—w}
jsou tedy linearné zavislé, napi. s koeficienty (1, —1,1)7.

Cv. 8.3 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht X CY C V. Rozhodnéte,
ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Je-li X nezavisla, je Y zavisla.

(b) Je-li X nezavisla, je Y nezavisla.

(c

(d

(e) Je-li Y zavisla, je X zévisla.

)

)

) Je-li X zavisla, je Y zavisla.

) Je-li Y nezavisla, je X nezavisla.
)

Reseni:
Obecné dle definice se nezavislost prenasi ,dolu“ a zavislost ,nahoru*. Kon-
krétneé:

(a) Neplati: X = {(1,0)"} a Y = {(1,0)7, (0,1)7} jsou obé nezavisl¢ v R,
(b) Neplati: X = {(1,0)T} je nezavisla, ale Y = {(1,0)7, (2,0)T} je uz zavisla

v R%
(c) Plati. M&me X = {vy,...,u} aY = {vy,...,vpwy ..., w}. Podle pred-
pokladu je mmnozina X zavisla, tedy existuji aq,...,a, € T takové, Ze

(aq,...,a0) #(0,...,0) a
¢
ZOZZ.TZ:O
i=1

Vezméme fy, ..., B, = (0,...,0). Pak stéale plati, ze (ay, ..., ap, 1, ..., Br) #
(0,...,0) a
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Cv. 84

Cv. 8.5

Cv. 8.6

je netrivialni linearni kombinace vektort z Y, ktera se rovnéa 0. Mnozina Y
je tedy také linearni zéavisla.

(d) Plati. Jde o obménu bodu (c).

(e) Neplati: Y = {(1,0)7,(2,0)7} je zavisla, ale X = {(1,0)"} je nezévisla
v R%

Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)T, (1,0,1,1)T, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)T jsou
linearne zéavislé v R* resp. v Z3.

Reseni:

Ulohu fesime stejné jako ve cviéeni B jen jednou pocitdme nad télesem R
a podruhé nad Zs. Zjistime, Zze nad R jsou vektory linedrné nezavislé a nad Zs

jsou linearné zavislé. Vidime tedy, Ze linearni zavislost /nezavislost zavisi na volbé
télesa, nad kterym je dany vektorovy prostor.

Bud'te U, V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {0} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U + V se d& jednoznacné zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.

Reseni:

Méjme 2 vyjadreni vektoru x:

U+ =T = Uy + Vs
pro uy,us € U a vy, v € V. Rovnost upravime na
Ur — Uy = Vg — V1.

Vektor u; — ug lezi v U a vektor vy — vy lezi ve V.

Pokud tedy U NV = {0}, pak u; — us = vy — vy = 0. Z ¢ehoz, ale vyplyva, ze
U1 = Ug a V1 = vy a vyjadreni z tedy je jednoznacné.

Na druhou stranu, pokud vyjadieni x neni jednozna¢né, pak u; # us nebo vy # vy
(ve skute¢nosti musi nastat obé moznosti). Necht tedy w; # us (druhy piipad

je obdobny). Pak ale u; — usy # 0. Vektor u; — uy v8ak lezi jak v U tak ve V.
Prianik U NV tedy obsahuje i nenulovy vektor.

Urcete, zdali nasledujici mnoziny vektori jsou nezavislé v prostoru realnych
funkei R — R (nad télesem R).
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(a)

Oznacme f(x) =2z —1, g(x) = x — 2 a h(z) = 3z. Pak hledame a,b,c € R
takové, ze a - f(x) +b- g(x) 4+ ¢- h(x) = 0 pro vSechna x € R. Pokud tedy
dosadime za f, g a h dostaneme:

a-2r—1)4+b-(x—2)+c-32=(2a+b+3¢c) -+ (—a—2b) = 0.
Rovnost je splnéna pro vSechna x pravé tehdy kdyz:

2a+ b+ 3c=0,
—a —2b=0.

Tato soustava mé netrivialni FeSeni napiiklad (—2,1,1). Funkce jsou tedy
linearné zavislé.

Opét hledame a, b, c € R takové, ze
a-(2*+20+3)+b-(z+1)+c-(z—1)=a-2°+2a+b+c)-z+(b—c) =0.

Z toho dostaneme homogenni soustavu

10 0
2 1 110
01 —1/0
Tato soustava méa jen trivialni feSeni (0,0,0). Funkce jsou tedy linearné

nezavislé.
Snazime se splnit rovnici asinx + bcosx = 0. Pokud dosadime x = 0, pak
dostaneme b = 0, protoze sin0 = 0 a cos 0 = 1. Pokud dosadime x = 7, pak
dostaneme a = 0, protoze sin § = 1 a cos § = 0. Funkce jsou tedy linearné
nezavislé.
Ze souctovych vzorct pro sinx mame:

sin(z + 1) = sin(z) - cos(1) + cos(x) - sin(1),

sin(x 4 2) = sin(x) - cos(2) + cos(z) - sin(2),

sin(x 4 3) = sin(x) - cos(3) + cos(z) - sin(3).

Sestavime tedy rovnici

0O=a-sin(zx+1)+b-sin(x +2) + ¢ sin(z + 3)
= (a-cos(1) + b-cos(2) + c- cos(3)) - sin(z)
+ (a-sin(1) 4+ b - sin(2) + ¢ - sin(3)) - cos(x).

Jelikoz jsou sin a cos linedrné nezavislé, pak musi platit:

a-cos(l)+b-cos(2) + c¢-cos(3) =0,
a-sin(1) +b-sin(2) + ¢ - sin(3) = 0.

Coz je homogenni soustava o 2 rovnicich a 3 nezndmych, musi mit tedy
néjaké netrivialni feSeni. Funkce jsou tedy linedrné zavislé.

Plati nésledujici rovnosti: log;(2z) = Et02 4 Jog, (22) = 2122V rovnici
a-In(z) + b - logy(2x) + ¢ - logy(2?) = 0 jsou prvni a posledni ¢len vza-
jemnymi nasobky. Rovnice mé tedy netrivialni feSeni, naptiklad (a,b,c) =
(—2,0,In2). Funkce jsou tedy linearné zavislé.



