Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(10) Maticové prostory

Cv. 1. Postupné nad télesy R, Zs a Z; rozhodnéte, zda pro matici A = (; ?) plati

(a) (1,2)T € Ker(A),
(b) (1,2)T € S(A).

Resend:
7 definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(A) = {z € T": Az = o},
S(A) =span{A., ..., Am} = {Az: 2 € T"},

staci tedy ovérit, zda vektor (1,2)7 Fesi soustavu Az = 0 nad danym télesem a zda
plati Az = (1,2)7 pro néjaké x € T?.

Nad télesem R:

(a) vektor (1,2) nepatif do jadra matice A, protoze
1 2 1 ) 0
6 1)E)-6)6)
(b) vektor (1,2)T patif do sloupcového prostoru matice A, protoze soustava
1 211 1 2 1 10
3 1]2 0 —5|—-1 01

ma Feseni, konkrétné platf (1,2)" = 2(1,3)" + 1(2,1)".

(SR oY

Nad télesem Zs:

(a) vektor (1,2) patif do Ker(A), protoze
12\ /1) _ (o
3 1)\2) \0)’
(b) vektor (1,2)T nepatif do S(A), protoze soustava
1 271 1 271
3 12 0 04
nema nad télesem Zs feSeni.

Nad télesem Zr:

(a) vektor (1,2)T nepatif Ker(A), protoze

(606 =6)70)
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(b) vektor (1,2)T patii do S(A), protoze soustava

1 2]1 1 2]1 1 02
3 1]2 0 2|6 0 13

m4 nad télesem Z; feSen{ a plati (1,2)7 = 2(1,3)" + 3(2,1)T.

Cv. 2. Najdéte baze prostoru R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

A:

W N =
S = N

2 3
1 3
1 4

Reseni:
Prevedeme matici A do odstupnovaného tvaru:

1 2 2 3 1 201
241 3|~10011
3 6 1 4 0000

Bézi fadkového prostoru R(A) tvoii (napiiklad) nenulové vektory v fadcich vysledné
matice, tedy (1,2,0,1)7,(0,0,1,1)T.

Bézi sloupcového prostoru muzeme vybrat z puvodnich sloupcu matice A, které
odpovidaji bazickym sloupcum odstupnovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni a
treti, tedy vektory (1,2,3)" a (2,1,1) tvoif bazi S(A).

Bézi jadra matice A ziskame z feSeni soustavy Ax = o. Mnozinu vSech feseni této
soustavy muzeme vyjadiit pomoci nebazickych proménnych xs, x4 ve tvaru

(—21’2 — Xy, T, —T4, $4) = (—2, 1, 0, 0)1‘2 + (—1, 0, —1, 1)1‘4

Bazi Ker(A) tedy tvoif napt. vektory (=2, 1,0,0)T,(-1,0,—1,1)T.

. Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)T,(1,2)" a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0,1)7,
(b) bazi R(A) i S(A) tvoif vektor (1,1,1)T a béze Ker(A) je (1,-2,1)T.

Resent:

(a) Ze zadanych vektoru v fadkovém a sloupcovém prostoru vidime, ze hleddme
matici 3 X 2. Pozadovanou vlastnost spliuji napi. matice

11 1
oo], |o
12 0

— o O



(b) V tomto piipadé hleddme matici 3 x 3, pro kterou plati
dimR(A) = dim S(A) = rank(A) = dim Ker(A) = 1.

7 véty o dimenzi jadra a hodnosti matice ale vime, ze pro kazdou matici A €
T™>™ musi platit vztah

dim Ker(A) 4 rank(A) = n.
Matice splinujici pozadované vlastnosti tedy neexistuje.

Cv. 4. Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R"*" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

Reseni:

(a) Tvrzeni neplati, napf. matice
10 0 1
(o) m=00)
maji stejny sloupcovy prostor

span{(l, O)T7 (Ov O)T} = S(A) = S(B) = Span{(o, O)Tv (1’ O)T}:

ale jejich redukované odstupnované tvary jsou ruzné (obé matice jsou v RREF).

(b) Neplati ani opacna implikace, napf. pro matice
10 00
=) 2= (0)
mame RREF(A) = RREF(B) = A, ale zaroven

span {(1,0)",(0,0)"} = S(A4) # S(B) = span {(0,1)",(0,0)"} .
Cv. 5. Z vektoru vyberte béazi prostoru V' = span{uvy,vs,v3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte souradnice vuci této bazi:

v = (3,1,5,4)7, vy =(2,2,3,3)", vs=(1,-1,2, 1), v, = (1,3,1,1)".

Resend:
Zapiseme jednotlivé vektory do sloupcu matice a prevedeme ji do (redukovaného)
odstupnovaného tvaru

32 1 1 10 1 0
12 -1 3 01 -1 0
53 2 1[71loo0o 0 1
43 1 1 00 0 0



Vidime, ze bazické sloupce jsou prvni, druhy a ¢tvrty, bazi prostoru S(A) =V tedy
tvoif pivodni vektory v; = (3,1,5,4)T, v = (2,2,3,3)T a vy = (1,3,1,1)7.

Ze tretiho sloupce upravené matice dostaneme souradnice vektoru vs vzhledem k
bazi B = {vy,ve,v4}, plati

U3 = (L _L 27 1)T =1 (37 17 574)T + (_1) : (2’ 27373)T7

a tedy [U3]B = (1a _170)

. Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*",

(Hint: Jaky je vztah mezi S(A) + S(B) a S(A+ B)?)
Reseni:
Uvazujme prostor generovany sjednocenim sloupcti matice A a sloupcu matice B,
tedy spojeni S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je nanejvys
dimS(A) 4+ dim S(B) = rank(A) + rank(B).

Déle, prostor S(A) + S(B) obsahuje vSechny vektory generované sloupci matice
A+ B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plati proto

rank(A + B) = dimS(A + B) < dimS(A) + S(B) < rank(A) + rank(B).

. Jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice

(a) Ae R™" B e R"P,
(b) A € R™" regularni, B € R"*??

Reseni:

(a) Necht z € Ker(B), pak z definice jadra plati Bz = o. Vektor z patif také do
jadra matice AB, protoze

(AB)x = A(Bx) = Ao = o,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) C Ker(AB). Obracend inkluze obecné neplati,
napi. pro A =0, a B = I, je vektor y = (1,0,...,0)T v jddru matice AB, ale
nikoliv v jadru matice B.

(b) Nahlédneme, ze pro reguldrni matici A plati také inkluze Ker(AB) C Ker(B),
a tedy Ker(AB) = Ker(B). Necht z € Ker(AB), potom (AB)x = o. Z regula-
rity matice A existuje inverzni matice A~!, pro kterou plati

Bx = (A™'A)Bx = A ((AB)z) = Ao = o,

z ¢ehoz plyne = € Ker(B).



