Piiklady na procviceni z Linearni algebry 1 (ZS 2020/2021):
(11) Linearni zobrazeni

Cv. 1. Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazeni f : R — R je/neni linedrni zobrazeni.

(a) fi(z)=0

(b) fa(x) =1

(c) fs(z) =2z
(d) fa(z) =z +1
(e) fo(x) =a?
Reseni:

Dle Definice 6.1 (Linedrni zobrazeni) Budte U, V vektorové prostory nad télesem
T. Zobrazeni f : U — V je linearni, pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o flx+y)=f(x)+ f(y)
o flar) =af(z).

(a) Oveérime platnost podminek linedrniho zobrazeni z definice:
i filx+y)=fi(z) =0=0+0= fi(z) + fi(y) podminka plati
ii. fi(ax) = fi(w) =0 = a0 = afi(r) podminka plati.
Obé podminky jsou splnény, zobrazeni f; je linearni.
(b) Analogicky ovérime podminky u zobrazeni fs:
i folr4+y) = fa(z) =1#2=1+1= fo(x) + fo(y) podminka neplati
ii. dale bychom jiz nemuseli pocitat, ale pro zajimavost prozkoumame, zda-
li zobrazeni homomorfni k druhé operaci ,nésobeni skalarem z télesa“

folax) = fo(w) =1 # a = al = afy(x), pro obecné a € R podminka
neplati.

Obé podminky nejsou splnény, zobrazeni neni linedrni.

(c) Postup u zobrazeni f3 je také analogicky:

i fa(z+y) = f3(2) =22 =2(x+y) = 2(x) +2(y) = f3(x) + f3(y) podminka
plati

ii. f3(ax) = f3(w) = 2w = 20 = a2z = af3(x) podminka plati.

Obé podminky jsou splnény, zobrazeni je linearni.

Cv. 2. Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazen{ f : R? — R? je/nen{ linedrni zobrazeni.

(a) fo(z,y) = (z+y,z—y)
(b) frlx,y) = (x —y,x —y)

Redeni:




(a) Analogicky se predchozim piikladem, je vSak tfeba si dét pozor na indexovani
vektoru. Ano zobrazeni fg je linearni.

Cv. 3. Pro linedrn{ zobrazeni f : R? — R? dané piepisem f(z,y) = (z,—y) vypoctéte
matici linearniho zobrazeni.

Reseni:
Navrhneme dva zpusoby vypoc¢tu matice zobrazeni:

(a) Vyuzijeme tvrzeni, ze linearni zobrazeni je popsano obrazem baze. Zobrazeni
si vyjddifme vici kanonickym bazim gon[f]ran- Vybereme kanonickou bazi R?,
kterou zobrazenim zobrazime

(6.6 5

Vyjadieno viuci kanonické bazi se matice obrazu nezmeéni je tedy se jednd o

kan kan 0 ]

(b) Budeme pocitat matici zobrazeni vuci kanonickym bazim e, [f]kan- A vyuzijeme
vyjadreni ze znalosti vzoru X a obrazu FF. X =Y.

0=1(( 1)) = %)

Ze vztahu F = Y X! vypoéteme matici zobrazen{

= 2)

Cv. 4. Vypoctéte matici F' linedrniho zobrazeni f : R* — R3? | které po fadé zobrazi

vektory:
f((17_371)T) = <_1>170>T (1)
f((07 3, _2)T) = <O7 L, _1>T (2)
f((_1>_272)T) = (1707 1T) (3)

Resend:

Matici linearnich zobrazeni lze vypocitat i ze znalosti vektoru a jejich obrazi. Méjme
mnozinu vektoru X a jejich obrazu Y. Vektory X je na vektory Y zobrazi matici
linedrniho zobrazeni F' prondsobenim F.X =Y. Je-li matice X regularni, pak exis-
tuje jeji inverzni matice X 1. Upravime rovnici pronasobenim matici X ! zprava,
dostavdme FXX ' =Y X! cozserovnd FF =Y X!

Matice X je matici vzorovych vektoru zapsanych po sloupcich a matice Y je po
sloupcich zapsanou matici obrazu vektoru:

1 0 -1
X=1-3 3 =2
1 -2 2



-2 -2 -3
X't=|-4 -3 -5
-3 -2 -3
Vysledna matice zobrazeni F' se rovna:
-1 0 0
F=|1-6 -5 -8
1 1 2

. Méjme vektorovy prostor U = R?® a zobrazeni f : U — U a méjme jeho bézi

By ={(-1,0,3)T,(2,-2,2)T,(0,1,—3)"}. Vypoctéte matici F linedrniho zobrazen{
f:U =R3?—= R3, o kterém vime, ze zobrazi bazické vektory: F=p,[fls,
f((=1,0,3)") = (-2,0,6)"

F(2,-2,2)") = (4, -4, 4)"

F(0,1,-3)") = (0,2,-6)"

Vsimnéme si, ze vektory jsou ,,2-krat zvétseny*.

Matici F', reprezentujici linedrni zobrazeni f, zobrazte vektor [z]p
dostaneme vektor [f([z]g, )]s, -

= (1,2, -1)7 j.

U

Reseni:

Vyuzijeme Definice 6.17 (Matice linedrniho zobrazeni), Véty 6.19 (Maticova repre-
zentace linedrniho zobrazeni) ze skript a také tvrzeni, Ze kazdé linedrni zobrazeni je
definovano obrazem baze.

Nejprve si pripomeneme konstrukci matice linedrniho zobrazeni obecné, nésledné
ji uchopime intuitivné a nakonec do obecné konstrukce dosadime konkrétni zadani
ulohy.

Méjme vektorové prostory U a V na télesem T a linedrni zobrazeni f : U — V.
Vektorovy prostor U je popsan bézi By = {z1,...,x,} a vektorovy prostor V je
popsan bazi By = {y1, ..., Tm} . Matice linedrniho zobrazeni f : U — V, dle Definice
6.17, je definovéna g, [f]s, = [f(z;)]B, -

Intuitivné: matici linedarniho zobrazeni konstruujeme tak, ze j-ty sloupec matice je
tvofen souradnicemi zobrazeného vektoru x; vuci bazi By, resp. sloupcovy vektor
x; zobrazime a dostdvame vektor f(x;) a tento obraz vyjadiime vuéi bézi By tj.
dostavame sloupcovy vektor zminéné [f(x;)]p, . Matici konstruujme postupné pfes
vSechny bazické vektory.

Otéazka pro lehké rozmysleni a ovéreni si, ze konstrukei matice linedrniho zobrazeni
rozumime: mame-li n vektoru baze By a m vektoru baze By kolik bude mit vysledna
matice F sloupcu a kolik radku? Pro¢ lze kazdé linearni zobrazeni zapsat maticové?
Zpét k feseni piikladu. Konstruujeme matici linedrniho zobrazeni g, [f]p, z defi-
nice. V konkrétnim zadani ptikladu zobrazeni f : U — U tedy pocitame s jednou



bézi a jednim vektorovym prostorem. Ukazeme si vypocet prvniho sloupce matice
F. Mé&jme prvni bazicky vektor tj. z; = (—1,0,3)T, ktery se zobrazi zobrazenim
f((=1,0,3)T) = (=2,0,6)". Nésledné vektor f(z;) vyjadifme viéi bazi By. Resfme
soustavu linearnich rovnic Ax = b:

] -1 2 0 |-2 10 0|2
xy wy 3| flry)) |~ 0 =2 1|0 |~|0 1010
| | | | 3 2 -3| 6 0 0 1|0

pricemz vektory byly napsany jako sloupce matice, vektory baze By jako leva ¢ast
matice a vektor f(z) jako vektor pravé strana matice.

Povsimnéme si, ze podle sloupcové interpretace feseni soustavy linearnich rovnic
plati, ze ma-li soustava feseni, prava strana matice b je rovna linearni kombinaci
sloupctu matice, pricemz jednotlivé proménné x jsou koeficienty této linedrni kom-
binace a geometricky urcuji ,,miru naskalovani“ prislusnych sloupcu matice. Tedy
divame-li se na sloupce matice soustavy jako na bézi, tak vysledny vektor feseni x
uddva souradnice vektoru pravé strany b viici bazi dané sloupci matice tj. [b]gay = .
(V piipadé, ze sloupce matice netvori bézi, jsou ale generatory S(A) a stéle plati
b € S(A), pak se nejednd o souradnice ale o koeficienty linedrni zavislosti.)
Vypocet vyjadieni vektoru viuci bazi lze provést paralelné:

By, By, By, | f(x1) f(z2) f(zs) |~ | &1 22 23| f(21) f(z2) flxs)
[ | | | [ I I | |
-1 2 0| -2 4 0 1 0 012 0 O
~ 0o -2 1 0 —4 2 ~ 01 0/0 2 0

3 2 —=3| 6 4 -6 0O 0 1/0 0 2

Sloupcové vektory pravé strany matice tj. feSeni soustavy, tvoii sloupce hledané
200
matice linedrntho zobrazeni F: F' = g, [f]p, = [0 2 0].
0 0 2
Intuitivné: Vypocitali jsme matici zobrazeni, kterd zobrazuje vektor z vyjadieny
vuci bazi By, provede s nim transformaci (2-krét zvétsi) a ponechd ho vyjadieny
vuci bazi By. Jednd se o matici Skalovani, které libovolny vektor naskaluje 2-krat.
Otazka: Matice skalovani vypada ,,povédomeé® ¢i ,ocekavatelné®. Jakou roli v tomto
zobrazeni hraje baze? Jak se zméni matice zobrazeni, zménime-li bazi resp. budeme-
li mit matici zobrazeni vuci jiné bazi g, [f]|p,? Zméni se vubec? Na tomto misté si
muzete udélat alespon odhad.
Dle Dusledku 6.20. provedeme zobrazen{ vektoru [z]gz, = (1,2, —1)" zobrazenim f:

f) = Fz = [f([z]p,)]5, = (2,4, -2)".



