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12. Matice prechodu a matice linearniho zobrazeni

Cv. 12.1 Mgjme vektorovy prostor U = R? a zobrazeni f: U — U a mé&jme jeho bazi
By ={(-1,0,3)",(2,-2,2)",(0,1,-3)"}.

Vypoctéte matici F' = p [f]p, linedrniho zobrazeni f, o kterém vime, Ze zobrazi
bazické vektory:

F((=1,0,3)") = (-2,0,6)"

f((2,-2,2)") = (4,-4,4)"

F((0,1,-3)") = (0,2, -6)"

Vsimnéme si, ze vektory jsou ,,2-krat zvétSeny*.
Matici F, reprezentujici linearni zobrazeni f, zobrazte vektor [z]g, = (1,2, —1)7,

tj. dostaneme vektor [f([x]g, )]s, -

U

Reseni:

Vyuzijeme definice matice linearniho zobrazeni, maticové reprezentace linearniho
zobrazeni a také tvrzeni, Ze kazdé linearni zobrazeni je definovano obrazem baze.
Nejprve si pripomeneme konstrukei matice linedrniho zobrazeni obecné, nasledné
ji uchopime intuitivné a nakonec do obecné konstrukce dosadime konkrétni za-
dani tlohy.

Meé&jme vektorové prostory U a V na télesem T a linearni zobrazeni f: U — V.
Vektorovy prostor U je popsan bazi By = {x1,...,z,} a vektorovy prostor V
je popsan bazi By = {y1,...,Ym}. Matice linedrniho zobrazeni f: U — V je
definovéna tak, Ze j-ty sloupec p [flg, je [f(z))]B, -

Intuitivné: matici linedrntho zobrazeni konstruujeme tak, ze j-ty sloupec matice
je tvolen soufadnicemi zobrazeného vektoru x; vici bazi By, resp. sloupcovy
vektor x; zobrazime a dostavame vektor f(z;) a tento obraz vyjadiime vuci
béazi By tj. dostavame sloupcovy vektor zminéné [f(z;)]p, . Matici konstruujme
postupné pres vSechny bazické vektory.

Otézka pro lehké rozmysleni a ovéfeni si, ze konstrukei matice linearntho zob-
razeni rozumime: mame-li n vektort baze By a m vektoru baze By kolik bude
mit vyslednd matice F' sloupci a kolik fadki? Proc 1ze kazdé lineédrni zobrazeni
zapsat maticové?

Zpét k feseni piifkladu. Konstruujeme matici linearntho zobrazeni [f] B, 2 de-
finice. V konkrétnim zadéani ptikladu zobrazeni f: U — U tedy pocitame s jed-
nou bazi a jednim vektorovym prostorem. Ukazeme si vypocet prvniho sloupce
matice F. Mé&jme prvni bazicky vektor, tj. ;1 = (—=1,0,3)7, ktery se zobrazi
zobrazenim f((—1,0,3)T) = (=2,0,6)T. Nasledné vektor f(z;) vyjadifme vaci
bazi By. Regime soustavu linearnich rovnic Az = b:

O = O
_— o O
S O N
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pricemz vektory byly napsany jako sloupce matice, vektory baze By jako leva
¢ast matice a vektor f(z) jako vektor pravé strany matice.

Povsimnéme si, ze podle sloupcové interpretace feSeni soustavy linearnich rovnic
plati, Ze ma-li soustava feSeni, pravéa strana matice b je rovna linearni kombinaci
sloupci matice, pficemz jednotlivé proménné x jsou koeficienty této linearni
kombinace a geometricky urcuji ,, miru naskalovani* piislusnych sloupcti matice.
Tedy divame-li se na sloupce matice soustavy jako na béazi, tak vysledny vektor
feSeni x udava souradnice vektoru pravé strany b viuci bazi dané sloupci matice,
tj. [b]say = @. (V piipadé, Ze sloupce matice netvoii bazi, jsou ale generatory
S(A) astale plati b € S(A), pak se nejedna o soufadnice ale o koeficienty linearni
zéavislosti.)

Vypocet vyjadieni vektori vici bazi lze provést paralelné:
I I
By, By, Buy|f(z1) f(z2) flzs) | ~ | 21 22 @3] f(x1) f(22) f(xs) | ~

-1 2 0|-2 4 0 1 00(2 00
~ 0o -2 110 —4 2 ~1 0 10]0 20
3 2 -3/ 6 4 -6 00 1|0 0 2
Sloupcové vektory pravé strany matice, tj. feSeni soustavy, tvoii sloupce hledané
matice linearntho zobrazeni F":

F= BU[f]BU -

S O N
S NN O
N O O

Intuitivné: Vypocitali jsme matici zobrazeni, ktera zobrazuje vektor z vyjadieny
vici bazi By, provede s nim transformaci (2-krat zvétsi) a poneché ho vyjadieny
viuci bazi By . Jedna se o matici skadlovani, které libovolny vektor naskaluje 2-kréat.
Otézka: Matice skalovani vypada ,,povédomé” ¢ ,,ocekavatelné”. Jakou roli v tomto
zobrazeni hraje béze? Jak se zméni matice zobrazeni, zménime-li bazi resp.
budeme-li mit matici zobrazeni viéi jiné bazi g [f]p 7 Zméni se viibec? Na
tomto misté si muzete udélat alespon odhad.

Zobrazeni vektoru [z]p, = (1,2, —1)T provedeme zobrazenim f(z) = Fz =
[f([x]BU)]BU = (2,4, _Z)T'

Cv. 12.2 Upravme zadani. Co kdyz chci 2-krat skalovat z vektorového prostoru U daného
bazi By = {z; = (=1,0,3)T, 2o = (2,-2,2), 23 = (0,1, —3)T} do jiného vek-
torového prostoru V' daného bazi By = {y; = (—1,1,0)T, 3, = (0,1, -1)T, y3 =
(1,0,1)7}? Jaké zobrazeni konstruujeme?

Matici zobrazeni zobrazte vektor [x]g,, tj. dostaneme vektor [f([z]s,)]B, -

Cv. 12.3 Upravme zadani. Co kdyz chci 2-krat skalovat z vektorového prostoru U do jiného
vektorového prostoru V7 Zobrazeni f: U — V.

Vektorové prostory zadany béazi:
By = {x; = (=1,0,3)", 25 = (2,-2,2)", 23 = (0,1, -3)"},
By ={y = (-1,1,0)", g = (0,1, =1)", y5 = (1,0,1)"}.
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Cv. 124

Jak bude vypadat matice takového zobrazeni? Jaké zobrazeni konstruujeme?

Matici zobrazeni zobrazte vektor [x]g,, tj. dostaneme vektor [f([z]p,)]B, -

Reseni:

Konstruujeme matici linedrniho zobrazeni p [f]g 2 definice.

Princip vypoctu zistava stejny. Zména oproti predchozimu piikladu probéhne
v kroku vyjadieni obrazi vektori, kde misto baze By vyjadiujeme vektoru vici
bézi By, do které zobrazeni zobrazuje.

By, By, By, |f(71) f(z2) f(z3) | ~ | v1 y2 ys|f(z1) f(x2) fa3) | ~

-1 0 1}-2 4 0 10 0]-2 -2 -2

~ 1 1 00 —4 2 ~( 010 -4 -2 4

0 -1 1,6 4 —6 0012 2 =2
-2 =2 =2
Vyslednd matice g [flp, = |—4 -2 4
2 2 =2

Zobrazme zadany vektor [z]p, = (1,2, —1)T linearnim zobrazenim reprezento-
vany matici p [f]p . ReSent:

[f([x]BU)]BV = Bv[f]BU ) [x]BU =l = (27 _1278)T'

Upravme zadani: Co kdyz oproti predchoziho ptipadu, zobrazeni nebude trans-
formovat, ale jen ménime bézi (vektorovy prostor)?

Matici prechodu vypoctéte soufadnice vektoru [z]p, vici bazi By, tj. [x]p, .

Reseni:
Poéitdme matici prechodu p [id]p —od baze By vektorového prostoru U k bazi
By vektorového prostoru V.

Mnemotechnickd pomtcka vypoctu: (By|By) REEF (n | ,lid]g, ))-

Postup obdobny predchozimu piikladu. Rozdil je v kroku, kdy nebudeme prova-
dét transformaci, resp. transformace je realizovana identickym zobrazenim. Do
vypoc¢tu matice linearntho zobrazeni dle definice dosadime takto:

By, By, ng By, By, BU3 ~ Y1 Y2 Y3 |1 T2 T3 ~
N [ I O

1002 -1 -1
-2 1 ~1010|-2 -1 2
00 1]1 1 -1
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2 -1 -1
Vyslednd matice g [id]p, = |-2 -1 2
1 1 -1
Zobrazme zadany konkrétni vektor [z]p, = (1,2,—1) linedrnim zobrazenim
reprezentovany matici g [id] . ReSent:
By [id]BU [x]BU = [id([l‘]Bu)]Bv = (17 _674)T'
Pro kontrolu lze vypocitat souradnice vektoru vyjadrenim vici bazi soustavou
pres linearni kombinaci.
Cv. 12.5 V predchozich prikladech, jak vypada matice prechodu od baze By k bazi By?
(vypocet z definice)
Matici prechodu vypo¢téte soufadnice vektoru [z]p, vaéi bazi By, tj. [z]g,.
Reseni:
V predchozim postupu zaménime levou a pravou stranu matice pro vypocet
vyjadieni do baze.
] -1 2 0]|-1 0 1 100|123
Ty T2 T3|Y1 Y2 Ys | ~ 0O -2 11 1 0}]~]1010|012
. 3 2 3]0 —-11 001|134
1 2 3
Vyslednd matice F'= 5 [id]p = |0 1 2
1 3 4
Resent: p [id]g [7]s, = (1,2,-1)".
Pro kontrolu lze vypocitat soufadnice vektoru vyjadienim vaci bazi.
Cv. 12.6 Jiny zpusob vypoctu: Vypoctéte matici prechodu od baze By k bazi By pomoci

vypoctu inverzni matice, zname-li matici pfechodu 5 [id] B -

Reseni:
Vyzijeme teorie: Bud U a V vektorové prostory a f: U — V isomorfismus,
pak 5 [f*I]BV = (p,[f]5, )~1. Predpokladejme nyni, Ze vime, Ze zobrazeni

B, [id] g, je isomorfismus.
2 -1 -1\ /1
Bv[id_l]Bv :(Bv[id]BU)_lz -2 -1 2 =10
11 -1 )

W = N
_ N W

Cimz jsme spocitali matici pfechodu dvéma zpusoby: a) vypoctem z definice ma-
tice linearniho zobrazeni, b) vypocet inverzniho zobrazeni v piipadé izomorfniho
zobrazeni.
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Cv. 12.7 Znéme matici 5 [f] B, lnedrniho zobrazent f: U — U a chceme ji vyjadrit vuci

Cv. 12.8

Cv. 12,9

béazi Bv.

Reseni:
Zptusoby Teseni jiz zndme vice:

(a) Matici muzeme sestavit piimo z definice analogicky postupu sestaveni ma-
tice g [flp, -

(b) Muzeme vyuzit jiz spocitanych vysledki a skladani linearnich zobrazeni:
Bv[f]BV = Bv[id]BU ’ BU[f]BU : BU[id]BV-
Intuitivné: zobrazovany vektor vic¢i bazi By se zobrazi matici prechodu
By [id] g, Vi bazi By, nasledné se transformuje matici p [f]p =~ a vyjadii
se zpét matici pfechodu g [id]z ~viici bazi By.

Mé¢jme matici M linearntho zobrazeni. Kolik linearnich zobrazeni popisuje ma-
tice M?

Reseni:

Jedné se o lehce zavadéjici otazku. Odpovéd zalezi na podmince, jestli méame
definované baze vic¢i nimz zobrazeni definujeme. V piipadé, Ze ano, pak matice
M reprezentuje jen jedno linearni zobrazeni a toto linearni zobrazeni je repre-
zentovano praveé jednou matici, jedna se o disledek véty o jednoznacnosti matice
linearniho zobrazeni. Pokud vSak neni uvedeno, vuéi jaké béazi se zobrazeni vy-
jadiuje, pak ke kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni.

Méjme lineérni zobrazeni f: R® — P? dané matici

kde

BU = {(_15073)T7 (27 _272)T7 (07 ]-7 _3)T}7
By ={-2*+z, -1, 2* +1}.

Urcete, zda je zobrazeni:

(a) prosté
(b) na

Resent:
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(a) Protoze rank(F') = 2 a pro kazdé linearni zobrazeni f: U — V je dim(U) =
dim(Ker(f)) + dim(f(U)), tudiz dim(Ker(f)) = 3 — rank(F') = 1. Z netri-
vidlnosti jadra zobrazeni plyne, Zze zobrazeni f neni prosté. Alternativné,
zobrazeni dané matici F' neni prosté, protoze F' nema linedrné nezévislé
sloupce.

(b) Vime, ze plati dim(f(U)) = dim(S(F)) = rank(F'), kde dim(f(U)) uréuje
dimenzi obrazu zobrazeni f. Z hodnoty dimenze vektorového prostoru P?,
které ma dimenzi dim(P?) = 3, plati dim(f(U)) < dim(P?). Proto nenf
zobrazeni ,na‘. Alternativné, zobrazeni dané matici F' neni ,na‘“ protoze,
dle F' nem4 linearné nezavislé radky.

Cv. 12.10 Mgjme linearni zobrazeni f: R?® — R3 definované matici

-2 -1 =2
A= kan[f]B = 2 3 0
-1 -2 1

Naleznéte dva riizné (nenulové) vektory x,y € R3 takové Ze:

(a) f(z)=f(y)=(=3,-1,0)"

(a) V fedi linearnich zobrazeni hleddame vektor z, ktery se zobrazi zobrazenim
f na zadany vektor b = f(z) V feci:

C e P £
i. linearnich zobrazeni v — f(x)

ii. matic linearnich zobrazeni z = b

iii. maticovych reprezentaci soustav linearnich rovnic Az = b; pricemz,
1ze-li soustavu linearnich rovnic vyfesit, plati b € S(A), tedy b je li-
nearni kombinaci sloupcovych vektori matice A, kde feSeni x udava
,haskalovani“ téchto vektori.

Sestavime a vyfeSime soustavu linearnich rovnic

-2 -1 -2|-3 10 —-1]1
2 3 0|-1]~101 —-1|-1
-1 -2 1|0 00 010

Z teSeni vidime, Zze matice mé netrivialni kernel a tedy nekonecno feSeni.
Uréime si dvé konkrétni feSeni napi. x = (1,-1,0)7, y = (0,—-2,—-1)T.
Miizeme provést kontrolu zobrazenim vektori. Tyto vektory jsou souradnice
vektoru vici bazi B.

(b) V tomto piipadé nemame zadany vektor f(z) = f(y), ke kterému hledame
vzor. Co s tim? Pribyl nam jeden volny parametr. Dil¢im feSenim tlohy je,
jeden vektor f(z) zvolit. Vime ale pak, ze f(z) € S(A), resp. ze mé soustava
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feseni? Zvolme tedy f(x) takové, ze f(x) € S(A). Zvolime si nahodny
vektor (vybéru sloupci matice A — sloupcova interpretace FeSeni soustav
linedrnich rovnic), napi. x = (1,—1,0)T (zvolena byla takova &isla, aby se
s nimi dobfe poéitalo), a vypocteme jeho obraz f(x) = Az. (CoZz je zpisob,
jak byl zkonstruovéan tento piiklad.) Pfi¢emz situaci prevadime na predchozi
pripad.



