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18. Obraz, jddro, isomorfismus

Cv. 13.1

Cv. 13.2

13. Obraz, jadro, isomorfismus

Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R® — R? dané predpisem

f(x,y,z):(x—i—y—Qz,y—z,x—y)T

je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).

Reseni:

Isomorfismus dvou vektorovych prostori je vzajemné jednozna¢né linearni zob-
razeni (tedy linearni zobrazeni, které je bijekce). Budeme chtit zjistit dimenzi
jadra (pokud je zobrazeni prosté, tak ma byt nulovd) a dimenzi obrazu = di-
menzi sloupcového prostoru (pokud ma byt zobrazeni ,na“, tak musi byt stejnéa
jako dimenze prostoru, do kterého to zobrazeni jde).

Sestavime matici zobrazeni viuci kanonické bézi (jakakoliv baze by poslouzila
stejné):

1 1 =2
kan[f]kan = 0 1 —1
1 -1 0

Abychom uréili rank této matice, provedeme Gaussovu eliminaci:

11 =2 1 1 =2 11 =2
o 1 -1}J~(0 1 —-1]~101 -1
1 -1 0 0 -2 2 00 O

Vidime, Ze dimenze jadra matice je rovna jedné, takze zobrazeni neni prosté. To
miizeme i snadno ovéfit: £(0,0,0) = (0,0,0) = f(1,1,1).

Obdobné dimenze sloupcového prostoru je rovna dvéma (vzpomeiite na vétu, ze
dimenze sloupcového a radkového prostoru se rovnaji). Tedy funkce neni ,na‘.
Opét bychom mohli ovéFit, ze napitklad vektor (0,0,1)” neni v obraze (stejna
Gaussova eliminace doplnéna o pravou stranu).

Mé¢jme linedrni zobrazeni f: R — R zadané obrazem baze B:

Zjistéte, jestli je zobrazeni prosté (pokud nenf, najdéte vektory u, v € R? takové,
zeu#vA f(u) = f(v)) ajestli je ,na“ (pokud ne, najdéte vektor, ktery nema
piedobraz, tedy u € R? takové ze Vv € R®: f(v) # u). Urcete dimenzi a bazi
obrazu a jadra tohoto linearniho zobrazeni.

Reseni:
Prostota: Napted uréime, jestli je zobrazeni prosté (injektivni). Pokud by ne-
bylo, pak by nutné existovaly dva rtzné vektory u,v € R? (z defini¢niho oboru)
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takové, ze f(u) = f(v). Upravme si tuto situaci:

f(u) = f(v),
Alflg - luls = 4lflp - [v]B,
alflg - luls = Alflp - [l =0,
alfl - (luls = [v]B) = o,

kde ,[f]p zna¢i matici linedrniho zobrazeni a [u] g, [v]p znaéi vektory souradnic
vektort u, v vici bazi B, tedy [f(u)]la = 4[f]s - [u]ls. V nasem pfipadé je baze
A kanonickéa baze. Tedy pokud je zobrazeni prosté, pak jeho matice ma ve svém
jadre jediny vektor o.
Sestrojime tedy matici (bude brat vektory soufadnic v bazi B a vracet vektory
soufadnic v kanonické bazi):

_ N W

1
1
1

g
=}
")
s
I
w N

Pomoci Gaussovy eliminace najdeme jeji jadro:

1 31 1 3 1 1 31
221l ~10 4 -1|~1(0 41
311 0 -8 =2 000

Vidime, ze jadro mé dimenzi jedna a vSechna teSeni této homogenni soustavy
maji tvar: {(—1t, —1¢,1)7 | t € R}. Tedy miizeme volit vektor [u]p = (1,1, —4)7,
tedy u = (31,8, 8)%, ktery se zobrazi na nulu (stejné jako nulovy vektor)

£(0,0,0) = (0,0,0)" = f(31,8,8).

Vsimnéte si, Ze soufadnice vektoru z jadra matice byly viéi bazi B, my chtéli

sourfadnicemi.

Dimenze jadra: Vzhledem k tomu, ze jadro linedrniho zobrazeni mé dimenzi
jedna, tak jeho bazi miiZe tvoiit napifklad vektor (31,8,8)T (vzpomeiite, jak
jsme na ngj piisli — plati, ze [(31,8,8)T]p = (1,1, —4)).

Obraz a surjektivita (jestli je “na”): Kazdy vektor z obrazu je linearni

kombinaci sloupcovych vektorti. Specidlné existuje vektor a € R? takovy, Ze
f(a) = (1,2,3)T (psdno v kanonické bazi), to byl nas zadany vektor (2,1,1)7,
ktery mél v bazi B soutadnice [(2,1,1)T]5 = (1,0,0)7.

Z minulé Gaussovy eliminace vidime, Ze dimenze obrazu (coZ je dimenze sloup-
cového prostoru, coz dle véty z prednéasky je rovné dimenzi fadkového prostoru)
je rovna dvéma a jeji baze jsou napiiklad prvni dva vektory: (1,2,3)7, (3,2,1)T
(obraz je pak linearni obal téchto dvou vektorti). Dimenze obrazu je tedy dva a
zobrazeni f neni ,na‘ (surjektivni).

Vektor mimo obraz: Doplnénim téchto dvou vektorii na béazi R? ziskdme vek-
tor, ktery nema predobraz ve zobrazeni f. Napiiklad to mize byt vektor (0,0, 1)
(pokud bychom nedopliovali z kanonické baze, ale z jiné, mohl nam vyjit jiny
vektor).
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Cv. 13.3 Necht f: U — V, g: V — W jsou isomorfismy vektorovych prostortu. Dokazte, ze
go f: U — W je také isomorfismus vektorovych prostori (tedy Ze isomorfismus
je ekvivalence). Specialné ukazte, Ze:

(a) Jsou-li f,g prosta, pak go f je prosté.
(b) Jsou-li f,g ,na“, pak go f je ,na“.

Resent:

(a) Jsou-li f,g prosta, pak go f je prosté: Vime, Ze:

Vuy,us € U ug #ug = f(ur) # f(ua),
Vo, v €V i up # vy = g(vy) # g(ve).

Chceme:

Vuy,ug € U s uy #uy = g(f(ur)) # g(f (u2)).

Vezmeme-li libovolnd rtzna uy,us € U: uy # ug, pak f(u1) # f(uz) jsou
rivzné (f je prostd). Z toho, ze g je prosté a f(uy), f(uz) € Ut f(ur) # f(uo)
mame g(f(u1)) # g(f(uz)).

(b) Jsou-li f,g ,na“, pak f o g je ,na“: Jen napovéda: pro libovolné w € W
napied najdeme jeho predobraz v g, pak pfedobraz predobrazu v f.

Cv. 13.4 Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici dvojice vektorovych prostori isomorfni:
(a) R2%2 3 RY,
(b) R* a P? (prostor realnych polynomi stupné nejvys tii),
(c) Rm*m g R™*™,

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R?a {v eR* |z + 22 = 23+ 24 = 0},

(f) prostor vSech realnych polynomu a prostor vSech realnych posloupnosti,

)

(g) R* a linearni zobrazeni f: R* — R.

Resent:

(a) R?*2 a R%,

Ano, ovérte zobrazeni

(¢ 0)

QL O o
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(b)

R* a P? (prostor redlnych polynomt stupné nejvys tii).

Ano, realny polynom stupné nejvys tii mizeme reprezentovat jeho koefici-
enty (Gtyfi realna ¢isla takova, Ze p(z) = po + pr1x + pax? + p3x?). Kazda
¢tverice ¢isel nam da jeden polynom a kazdy polynom nédm da jednu ¢tverici
Cisel.

Rmxn a RnXm.

Ano, isomorfismem bude transpozice (to je asi ten nejpfirozenéjsi isomor-
fismus mezi témito prostory).

R2a{vER4|x1+x2:x3+x4:0}.

Ano, miuzeme volit napiiklad zobrazeni

Prostor vSech redlnych polynomt a prostor vSech redlnych posloupnosti.
Ne, intuitivné protoze nemame polynomy nekonecného stupné, ale mame
napiiklad posloupnost a, = 1 pro kazdé n € N.

R* a linedrn{ zobrazeni f: R* — R.

Ano, vektoru u € R* prifadime linearni zobrazeni f(v) = u’v. Naopak
kazdé linearni zobrazeni f: R* — R se d4 zapsat matici s jednim fadkem a
¢tyfmi sloupci (véta z prednasky).

Cv. 13.5 Pro linearni zobrazeni f: R?*? — R?*2? dané piedpisem A — (A — AT) rozhod-
néte které vektory patii do jadra a které do obrazu:

(a)
(b)

(c)
(d)

()
o)
)

Resent:

(a)

(b)

L.

Patii do jadra, nebot I, — I = 0 (nulova matice). Nepatii do obrazu,
nebot kazda matice v obrazu ma nulovou diagonélu (na diagonale se prvky
odectou).

(o o)

Patii do jadra i do obrazu (je obrazem sama sebe).
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o ()

Patii do jadra, ale nepatii do obrazu.

@ (4 o)

Nepatii do jadra, ale je obrazem (mimo jinych, protoze diagonalu muzeme

volit libovolné) matice:
0 1/2
~1/2 0 )"

Cv. 13.6 Uvazujme linearni zobrazeni f: R® — R™. Ozna¢me linearni zobrazeni f! =
)

f2=fof, fr=fo frl Ukazte, ze Ker(f") C Ker(f"*!).

Reseni:

Napred si zobrazeni f vyjadiime matici, tedy existuje A € R"*" takova, ze A =
kan|f]kan (POUZivame A, protoze toto znaceni je kratsi). Tedy Vv € R™: f(v) =
Av. Navic ale mame Vv € R™: f*(v) = A™.

Pokud v € Ker(f"), pak f"(v) = o, tedy A™v = o. Pak ale jisté

A"y = A(A™) = Ao = o.
Tedy v € Ker(f™) = v € Ker(f"™!), tudiz Ker(f™) C Ker(f"!).

Cv. 13.7 Rozhodnéte, zda linearni zobrazeni je prosté a zda je ,na“:
(a) f: R**? — R3 dané predpisem f (CCL Z) =(a+b+c, a+b, a)l,

(b) f:R?*? — R* dané predpisem f (Z b) = (a+b+c+d,a+b+c, a+b, a)T,

d
(c) f:P? — R*dané predpisem f(ax?+br+c) = (a+b, 2b—c, a—b+ec, a+b)T,
(d) f:P? — R3 dané piedpisem f(az® +br +c)=(a+b, 20 —c, a—b+c)T,
(e) f:P? — R3 dané predpisem f(ax?+bx+c) = (a+b, 20 — ¢, a — b+ 2c)T.

Resent:

b

(a) f: R**? — R3 dané predpisem f ((Z J

)I(a—l—b+c,a+b, a)T.

Je ,na“, ale neni prosté.

(b) f:R?*? — R* dané predpisem f ((Z J

b) = (a+b+c+d, at+b+c, a+b, a)T.
Je ,na“ a je prosté.
(c) f:P? — R*dané predpisem f(ax?+br+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)T.

Neni na (prvni a posledni soufadnice vysledku jsou vzdy stejné), ani prosté

(f(z* — 2 —2)=(0,0,0,0)T).
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Cv. 13.8 Ukazte, ze pro (kazdé dvé) matice A € R™*P B € RP*" plati

dim(Ker(A) NS(B)) = rank(B) — rank(AB).

Reseni:

Necht dimenze prostoru Ker(A)NS(A) a vy, v, . .., vk je jeho baze, dopliime ji na
béazi celého S(A) pomoci vektort wy,ws, ..., wp. Pak rank(B) = dim(S(B)) =
k + (. Chceme ukézat, ze rank(AB) = dim(S(AB)) = {. Uvédomme si, Ze obraz
AB muzeme zkoumat zkouméanim toho, kam A zobrazi bazi vy, ..., v, wy,. .., wy.
Bazi vy, ..., v, zobrazi na nulovy vektor. Pokud by vektory Aw., Aws, ..., Aw,
byly linearné zavislé:

a1 Awy + agAws + ...+ agAwy = o, (alfy netrivialni)

A (aqwy + apws + ... + apwy) = o.

Ale druhy tadek je spor, nebot z volby vektori wy, ..., w, vime, Ze zaddna netri-
vialni kombinace vektort w; neni v jadfe matice A.



