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14. Afinni podprostory
Cv. 14.1 UkaZte, ze mnozina feSeni (feSitelné) soustavy Ax = b je afinni mnozina a to
tak, Ze je uzaviena na afinni kombinace.
Reseni:
Oznacme jako X = {z* € R"; Az* = b} mnozinu feSeni soustavy Axr = b.
Pro z1,x9,...,2, € X (tedy z; : Ax; = b) ma platit, Ze jejich libovolna afinni
kombinace opét nélezi do X, totiz
Aoy + agza + ... + axy,) = b, kde Zai =1.
i=1
Upravou, kdy vytkneme jednotliva «; dostavame z vyrazu na levé strané
a1 Axy + agAxs + ..+ oAz, = ab+ b+ .o+ ab.
Vytkneme zprava vektor b a ze vztahu ). o; = 1 dostavame
(n +ag+ ...+ a,)b=0.
Proto libovolna afinni kombinace feSeni soustavy Az = b je opét jejim Fesenim.
Cv. 14.2 Rozhodnéte, zda vektory
zo=(1,2,3)", 2, = (2,3, )7, 2y = (1,3,2)", 25 = (2,1,3)T
jsou afinné nezavislé.
Reseni:
Spocitame vektory
ry —x9 = (1,1, -2)", 2y —20=(0,1,-1)", 23 —20 = (1,-1,0)".
Tyto tii vektory jsou linearné zéavislé (generuji dvou-dimenzionalni podprostor),
proto jsou puvodni vektory afinné zavislé.
Cv. 14.3 Rozhodnéte, zda vektory

zo = (1,0,2)", 2 = (2,2, )7, 2y = (2,1,3)", 25 = (3,3,2)7
lezi v jedné roviné.

Reseni:

Zadané vektory xg, x1, T2, r3 lezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz dimenze afin-
niho podprostory span{z; — xg, 2 — Zg, T3 — o} je rovna 2. Nejprve spocitame
v —x0= (1,2, -1, 29—z = (1,1, )T, 25 — 20 = (2,3,0)7 a nasledné dimenzi
jejich linearniho obalu pomoci hodnosti nasledujici matice

1 2 —1 1 2 -1 1 2 -1
11 1 )]~10 -1 2 |~10 -1 2
23 0 0 -1 2 0 0 0

Vidime, Ze hodnost matice je 2, tedy vektory x1 —xq, T2 — %o, T3 — g leZi v roviné
) ) 05 0, 43 0
prochézejici poc¢atkem a proto zg, x1, x2, r3 lezi v roviné.
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Cv. 14.4 Rozhodnéte, zda M = N pro

(a) M
(b) M

Resen

=span{(1,2)T} + (1,1)T, N = span{(2,4)"} + (2,3)7,

=span{(1,2,1)T,(2,1,0)T}+(1,0,0)", N = span{(0, 3,2)7, (3,0, —1)T } +
(2, -1, ~1)".

i:

(a)

Vidime, ze jak M, tak N jsou pfimky (afinni podprostory dimenze 1), proto
jediny vztah, v jakém mohou tyto afinni podprostory byt, je rovnost. A rov-
nost nastane pravé tehdy, kdyz libovolny bod z M lezi v N a naopak. Na-
piiklad (1,1)7 € M se musi dat vyjadrit jako afinni kombinace bodt z N,
tedy jako (1,1)T = «(2,4)T + (2,3)T, kde @ € R. To ndm dava soustavu
dvou rovnic o 1 neznamé

20+ 2 =1,
da+3 =1,

kterd nem4 feseni. Proto (1,1)T & M a tedy M # N. Dokonce ani Zadny
vztah z M & N, N & M neni mozny.

Opét musi platit, Ze libovolny vektor a(1,2, 1) +5(2,1,0)T +(1,0,0)T € P
pro a,b € R nalezi do Q, tedy se da vyjadfit jako c(0, 3,2)T +d(3,0, —1)T +
(2,—1,—1)T (pro ¢,d € R) a naopak. Musi proto platit mezi obéma vyrazy
rovnost

a’<17 27 1)T + b<27 17 O)T_'_ (17 07 O)T = C<07 37 2)T + d<37 07 _1)T + (27 _17 _1)T7
ktera se da zapsat soustavou tif rovnic jako

a+2b+1=3d+ 2,
2a+b=3c—1,
a=2c—d-—1.

Pokud budeme schopni ¢, d vyjadfit v zavislosti na a, b, znamena to, Ze pro
libovolny vektor z M dany souradnicemi a,b jsme schopni nalézt odpovi-
dajici souradnice ¢, d toho samého vektoru v N. Tedy ukazeme, ze M C N.
Podobné, pokud vyjadiime a,b v zavislosti na ¢, d, dostaneme N C M a

v dusledku M = N.

Pojdme nejprve vyjadrit a,b v zavislosti na ¢,d € R. Tim soustavu inter-
pretujeme jako parametrickou soustavu, kde ¢, d € R jsou parametry a a, b
jsou neznamé. Rovnicové

a+2b=3d+1,
2a +b=3c—1,
a=2c—d—1, c¢,deR
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a maticove

1 2 3d+1 1 0]2c—d—-1

21 3c—1 ~ 21 3c—1 ~

1 0|2c—d—-1 1 2] 3d+1

1 0] 2¢—d—1 1 0| 2¢—d—-1
~ 0 1| —c+2d+1 ~1 0 1|—-c+2d+1

0 2| —2c+4d+2 00 0

Resenf soustavy jea=2c—d—1ab=—c+2d+ 1.
Podobné pro a,b € R parametry a c,d nezndmé interpretujeme soustavu

rovnicove

3d=a+2b—1,
3c=2a+b+1,
2c—d=a+1, abeR

a maticové

0 3 |a+26—1 3 0 |(2a+b+1
3 0 |2a+b+1 ~ 0 3 |a+2b—1 ~
2 —1 a+1 2 —1 a+1
a+b a
1 0 2 Jr3+1 1 0 2 +3b+1
~ O 1 a+2b—1 ~ 0 1 a+2b—1
2 1 3a?~)k3 0 0 3a+3 9 2a+7§+1 a+2b—1
- T3 3 R —
Plati, ze 343 — 22‘”31’Jrl + “+23b_1 = 0, tedy soustava ma feSeni ¢ = % a

3
d=“2=1 "Tudiz M C N a v disledku M = N.

Cv. 14.5 Uvazujme dvé afinni zobrazeni f, g v roviné, ptri¢emz f predstavuje preklopeni
podle primky p : y = 10 a g predstavuje preklopleni podle primky ¢ : x = 2.

(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(c) z predchozich predpisi odvodte maticovy piedpis zobrazeni f o g.

Reseni:

(a) Zobrazeni f(z) muzeme zkonstruovat pomoci slozeni trojice jednodussich
afinnich zobrazeni fi, fo, f3 tak, Ze nejprve posuneme vektor z o (0, —5)7,
provedeme pieklopeni podél osy x a nésledné posuneme dany vektor zpét
o (0,5)T. Tato zobrazeni miizeme vyjadiit jako

o fi(x)=x+(0,-5)T,

o fo(x) = <(1] _01) x = Oz,
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o fa(z) =2+ (0,5)"

Dostavame f(z) = f3(fo(f1(2))) = f3(falx + (0,=5)T)) = f3(O1(z +
0,-5)1)) = O1(z + (0, =5)T) + (0,5)T = Oz + (0,5)T + (0,5)T = Oz +
(0,10)7.

(b) Zobrazeni g(x) muzeme zkonstruovat podobné jako slozeni g1, g2, g3, kde
e gi(z) =2+ (=2,0)T (posunuti o (—2,0)7),

o go(x) = <_01 ?) x = Oz (rotace podél osy v),

e g3(x) =z + (2,0)T (posunuti nazpét o (2,0)T).
Slozenim dostavéame g(z) = g3(g2(g1(2))) = Oz + (4,0)7.

(c) Slozeni fog = f(g(z)) = f(Ox +(4,0)7) = O1(Osz + (4,0)") +(0,10)" =
01055+01(4,0)7+(0,10)T = 0,052+ (4,0)74(0,10)" = 01052+ (4, 10)7,
po rozepsani maticového soucinu

soow=(o %) (5 1) () + (o) = (5o0) + (i)

Cv. 14.6 Dokazte, Ze vektory xg, 1, . .., x, jsou afinné nezavislé prave tehdy, kdyz vektory
vo= (2, )T, yy = (2, )T, ...y, = (21, 1)T jsou linearns nezavislé.
Reseni:

Dilezité je zde uvédomit si, co za dodatec¢nou informaci nam dava struktura vek-
tort Yo, Y1, - - - , Yn- Z jejich struktury vyplyva, ze Y - ja;y; =0 < Y " joux; =0
a zéarovenl y . jo; = 0. Jedna se totiz pouze o rozdéleni vektorové rovnice na
2 c¢asti, kde v prvni uvazujeme prvnich n slozek vektori y; a v druhé posledni
(n + 1). slozku. Schematicky,

o) v () e ()= (5)
=
Ty + a1z + ...+ a,z, = 0,,
ag-l+a7-14+...4a,-1=0.

Dikaz tvrzeni rozdélime na 2 implikace.

e  Linearni zavislost yo, y1, . .., y, implikuje afinni zavislost xg,z1, ..., ,.

Pokud jsou o, y1, - . ., y, linedrné zavislé, pak plati

n
Z a;y; =0
i=0
a zaroven existuje j : o; # 0. Miizeme proto vyjadfit y; pomoci ostatnich

vektoru jako
QO
Yyj = Zﬁz‘yi = Z s
i#] i#]
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Specialné (omezime-li se na prvnich n slozek) také

Q;

i#j it Y

a (omezime-li se na posledni slozky y;)

=3 fai=3 -

i#] i#]
Vidime, Ze x; se da vyjadrit jako afinni kombinace zbylych vektort s koefi-
cienty ;. Vektory xg, x1,...,z, jsou tedy afinné zavislé.
LAfinni zavislost xg, x1, ..., x, implikuje linearni zavislost yo, y1, . . ., Yn.*
Jsou-li xg, x1,...,x, afinné zavislé, pak existuje j takové, ze
xj = Zﬁzl’z’ a zaroven Zﬁi =1.
i#] i#]

Sloucenim obou rovnic dostavame
SL’]' . - Z;
i#£j

Yj = Z Biyi-
i#j

Mnozina g, Y1, - - - » Yn je tudiz linedrné zavisla.

coz je ekvivalentni



