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5. Grupy a télesa

Cv. 5.1 Zjistéte, zda je grupou:

(a) (Q,),

(b) (@ -),

(c) (Q\{0},0), kde aob = |ab| pro vsechna a,b € Q,

(d) (Q,0), kde aob= 2" pro viechna a,b € Q,

(e) (Q, )kdeaob_a+b+3provsechnaabe@

(f) (F,+), tj. mnozina F vSech realnych funkei jedné proménné s operaci séi-
t4

ani funkci,
(g) mnoZina rotaci v R? kolem poc¢atku s operaci skladani zobrazent,

(h) mnoZina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:

(a) (Q, ) neni grupou, protoze neexistuje inverzni prvek k 0.

(b) (Q, —) neni grupou, protoze rozdil racionélnich ¢isel neni asociativni. Na-
piiklad (8 = 6) —1=1#3=8—(6—1).

(¢) (Q\{0},0), kde aob = |ab| pro vSechna a,b € Q neni grupou, protoze neni
zarucena existence neutralnfho prvku. Pro libovolné a < 0 je aoe = |ae| >
0 > a pro vSechna e, tudiz zadné e nemiize splhovat definici neutralniho
prvku pro zaporna a.

(d) (Q,0), kde aob = *£ pro vsechna a, b € Q nenf grupou, protoze aritmeticky
prumeér &isel nenl asomatlvnl Naprlklad proa = 1,b =5, ¢c = 7 mame
ao(boc)=2(1+3)=35#£5=1(4247) = (aob)oc.

(e) (Q,0), kde aob=a+ b+ 3 pro viechna a,b € Q, je grupou. Asociativita
plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek je e = —3,
protoze pro kazdé a € QQ plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=c¢eoa.
Konecné, inverzni prvek pro kazdé a € Q je b = —a — 6, protoze
aob=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=boa.

(f) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice souctu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(z) + (g(z) + h(z)) =
(f(x) 4+ g(x)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(x) = 0
pro vSechna z € R. Inverzni prvek pro kazdou f € F je funkce —f.

(g) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skladani zobrazeni. Neutralnim
prvkem je napiiklad rotace o 360 stupit. Inverznim prvkem k rotaci o tihel
a je rotace o thel o v opacném sméru.
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(h) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skladani zobrazeni. Neutral-
nim prvkem je identické zobrazeni e((z1,z2)T) = (z1,22)7 (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem ke kazdému posunuti ¢((xy,22)7) =
(21, 22)T + (a,b)T je posunuti t=*((z1, 22)7) = (21, 22)T — (a,b)7T.

Cv. 5.2 Vyplitte tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Zdtuvodnéte.

ol0]1

(=) [0
1
o|0|1]2
0

) 5
2

(©) ot
o|0|1]2]3
0

@ /1] [0
2
3

Reseni:

Vsechny tabulky jsou urc¢eny jednoznac¢né. Fakt, ze 0 je neutralnim prvkem pro
o urCuje prvni fadek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze omezuje
pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonaly. Asociativita vynuti zbylé
pozice. Dostavame:

@)

(a) | 0 8 1 - aditivni grupu modulo 2,
11110
) 12

(b) (1) ; g — aditivni grupu modulo 3,
2 0|1

O

— trivialni grupu,

— Kleinovu grupu, tj. grupu symetrii obdélnika, anebo
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ol01|2]3
001123
grupu| 1 | 1[0 | 3] 2], cozje Z4 s pfejmenovanymi Cisly.
21213110
3131201

Cv. 5.3 Necht (G,0) je grupa a x € G. Rozhodnéte, zda (G, *) je grupou s operaci
definovanou a x b = a o x o b pro vsechna a,b € G.

Reseni:
Ovérime definici grupy. Nové operace je asociativni, jelikoz o je asociativni. Pro
vSechna a, b, ¢,z € G plati:

a*x(bxc)=aozxo(boxoc)=(aoxob)oxoc=(axb)x*c,

kde jsme prostiedni rovnost dostali diky asociativité o na G aplikované na prvky
a=aox,f=bay=uxocgrupy G.

Ozna¢me F neutralni prvek v (G, o). Neutralnim prvkem (G, *) je inverzni prvek
x vzhledem k o, tj. e = 27! vzhledem k o. Ové&fime pro viechna a,z € G-

1 1

exa=x ozxzoa=Foa=a=aoF =aozxox  =axe.

Podobné, inverzni prvek pro kazdé a € G v grupé G jeb=a"toa ' ox™!, kde
a~! je inverzni prvek k a v grupé (G, o). Ovéfime pro viechna a,z € G:
axb=aozox toator !=ao0FEoator !=aoatlorzt=FEoz!
—= x‘il = e
=z 'loE=x"1oaloa=as"toatoEoa=atoa oz tozoa

=bxa.

Cv. 5.4 Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je Abelovou (komutativni) grupou:

(a) mnozina {(}%) | z € Z} s maticovym soucinem,
a
a

i
(b) mnozina {(ga)|a € R\ {0}} s maticovym soucinem.

Resent:

(a) Ano. Nejdiive ukdzeme, Ze maticovy soucin je uzavieny pro danou mno-
zinu. Pro vSechna a,b € Z

GHEY-6r) o

coz je matice nalezejici do zadané mnoziny (z = a + b € Z pro v8echna
a,b e 7).
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Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity
maticového soucinu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozmeéri.

Neutralnim prvkem je jednotkova matice fadu dva, jez patii do zadané
mnoziny (z =0 € Z).

Koneéné, inverznim prvkem pro libovolnou matici (%) je celociselna
matice (§ ), coz plyne z rovnosti ().

Zadana mnozina matic spolu s maticovym soucinem tvoii grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového soucinu plyne z rovnosti () a komutativity s¢itani
nad Z. Ovérili jsme tedy, Ze se jedné o Abelovskou grupu.

(b) Ano. Nejdfive ukdzeme, Ze maticovy soudin je uzavieny pro danou mno-
zinu. Pro vSechna a,b € R\ {0}

<a a) (b b) B <2ab 2ab) (2)
a a/\b b 2ab 2ab)’

coz je matice nalezejici do zadané mnoziny (2ab # 0 pro vSechna a,b €
RA{0}).

Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity
maticového souc¢inu pro obecné ¢tvercové matice.

Neutralnim prvkem je matice % (11), jez patii do zadané mnoziny.
Konec¢né, pro viechna a € R\ {0} je inverznim prvkem pro matici (§ § )
matice 1= (11), coz plyne z rovnosti (@) (vSimnéte si, ze inverzni prvek
je definovéan, protoze a # 0).

Zadana mnozina matic spolu s maticovym soucinem tvoii grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového soucinu plyne z rovnosti (2) a komutativity soucinu
nad R. Ovérili jsme tedy, Ze se jedna o Abelovskou grupu.

Cv. 5.5 Vyjadrete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a) (271 +1)4)"ta4/3v Zs,
(b) 647, ~7,6-7, 71 a6/7v Z.

Resent:

(a) Teleso Zs je definovano jako mnozina vSech zbytka v Z po déleni 5 spolu
s operacemi souc¢tu a souc¢inu modulo 5. S¢itat modulo 5 1ze jednoduse. Pro
ostatni vypocty v Zs nam poslouzi tabulka pro operaci sou¢inu modulo 5.

Zs,-10]1]2]3]4
0 [0[0[0[0]O
1 [0[1[2]3]4
2 |0]2]4]1[3
3 [o[3[1]4]2
4 Jo[4[3121
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Vsimnéte si, ze z tabulky je vidét, ze mnozina Zs \ {0} = {1, 2, 3,4} se sou-
¢inem modulo 5 tvori grupu — takzvanou multiplikativni grupu modulo 5.
Toto neni prekvapivé, protoze téleso je definoviano jako mnozina T s opera-
cemi s¢itani + a nasobeni - na T, takovymi ze (T, +) je grupa s neutralnim
prvkem 0 a (T \ {0}, ) je také grupa.

Nyni miizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pfi vypoc¢tu nalezneme
multiplikativn{ inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajiciho sloupce musi byt hledana
multiplikativni inverze a=!, protoze a - b = 1 v Zs. Dostavame:

'+ D) =B+ =U-H =) =1V Zs

4/3=4-3"1=4-2=3v Zs.

(b) Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zi;. Dostavame:

64+7=64+7(mod 11) =2 v Zy,
—-7=11-7 (mod 11) =4v le.
6-7=06-7(mod 11) =42 (mod 11) =9 v Zy;.
P1i hledani multiplikativni inverze k prvku 7 mtizeme postupovat jako pri

vypoctu fadku odpovidajictho 7 v tabulce pro soucin v Z;;. Vypocet zasta-
vime v momenté, kdy uvidime 1:

7T-1=17,
7-2=23,
7-3 =10,
7-4=06,
7-5=2,
7-6=09,
7-7=05,
7-8=1.
Vidime, ze
7T =8v Z.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pii poslednim vypoctu:

6/7=6-7"'=6-8=48(mod 11) =4 v Zy;.

Cv. 5.6 Nad Zs; najdéte mnozinu vsSech feSeni soustavy rovnic

3r+2y+z =1,
dr+y+3z2=3

a spocitejte jeji mohutnost.
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Cv. 5.7

Resent:

Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-
novat prvky pod pivotem miizeme pri¢tenim vhodného nasobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nésobku prvniho rfadku k druhému dostavame

3 2 11 3 2 111
4 1 3|3 00 0|0/
Za volné proménné zvolime parametry y, z € Zs a vyjadiime

=31 —-2y—2)=2(1+3y+42) =24y + 3z

Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +y(1,1,0)" +2(3,0, )" | y, 2 € Zs}.

Mame 25 = 5 - 5 rtznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny feseni je
tedy 25.

Naleznéte multiplikativni inverze 971 a 1271 v Zs;.

Reseni:

Mohli bychom postupovat stejné jako pro Zi;, ale vypocet by mohl trvat 31
krokt pro zkonstruovani celého radku odpovidajictho prvku 9 v tabulce pro sou-
¢inu v Zs;. Efektivni metodou je pouziti rozsiteného Euklidova algoritmu jehoz
vystupem je kromé nejvétsiho spoleéného délitele NSD(9, 31) také dvojice celo-
¢iselnych hodnot a,b € Z, pro které plati

1=NSD(9,31)=a-9+1b-31.
TudiZ nalezena hodnota a (mod 31) je multiplikativni inverze prvku 9 v Zg;.
Rozsiteny Euklidiv algoritmus na vstupu (9, 31) provede néasledujici kroky:
ap = 31,
a1 = 97
a,=4=31-3-9,
a3=1=9-2-4=7-9—-2.31.
Posledni hodnota a3 je hledany NSD(9,31), o kterém jsme védéli, ze musi vyjit
roven 1, protoze 31 je prvocislo. Navic jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet
celociselnych nasobkt 9 a 31. Mizeme tedy odvodit, ze
1=7-9-2-31=7-9—2-31(mod 31) =7-9 (mod 31).
Proto 97! =7 v Zs;.
Pro prvek 12 dostévame:
ap = 31,
ay = ]_2,
ap,=7=31-2-12,
az3=5=12-7=3-12 - 31,
a,=2=T7—-5=31-2-12—-3-124+31=2-31-5-12,
a5 =3=5—-2=3-12—-31-2-314+5-12=8-12—-3-31,
ag=1=3-2=8-12—-3-31-2-31+5-12=13-12-5-31.
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Opét jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet celoc¢iselnych nasobkt 12 a 31. Muzeme

tedy odvodit, ze

1=13-12—-5-31=13-12—5-31 (mod 31) = 13- 12 (mod 31).

Proto 127! =13 v Zs;.

Cv. 5.8 V Z; spo¢itejte mocninu matice A'% pro matici A = (33).

Resent:

Nad koneénym télesem musi byt posloupnost matic A* proi = 1,. .., 0o cyklicka.
Spoc¢téme nékolik prvnich ¢lent této posloupnosti:

Vidime, ze perioda této posloupnost je 6.

tame jako

a1 (3 2
A== (7).

e
e
()
e~
()
()

2
4

3 2
1 4

D=0 %)
D-(3)
D=0 %)
D=6 1)
D=( 1)
)=( %)

Hledanou mocninu matice tedy spoci-

AlOO — AlOO (mod 6) _ A4 — (2 O) )

0 2
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