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6. Permutace

Cv. 6.1

Cv. 6.2

6. Permutace

Méjme permutace
(1 2 3 45 6 (1 2 3 456
P=\2 34165/ 97\1 32506 4)

Najdéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, g mezi sebou.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3,3 — 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus je
(1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6) — p = (1,2,3,4)(5,6). Podobné
pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3,3 — 2 (druhy cyklus) a
4 — 55 — 6,6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci cykli jako
q= (1)(27 3)(47 2, 6)
Permutace p je zadana na n =
ma znaménko sgn(p) = (—1)"¢
(—=1)673 = —1.

Inverzni permutaci k p mizeme najit nékolika zptisoby. Pokud vyjdeme z tabul-

kového zadani p, tak stac¢i prohodit oba tfadky, ¢imz se ze vzoru stanou obrazy
a naopak, a pak jen set¥idit sloupce od nejmensiho po nejvétsi. Dostaneme p—!

vyjadiené tabulkou
1 23 456
4 1 2 36 5)°
Pokud vyuzijeme zapisu p pomoci cykli, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-

dém cyklu, tj. p~t = (4,3,2,1)(6,5). Zde si mitzeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sobé& inverzni.

6 prvcich a skldda se ze ¢ = 2 cykli, proto
= (=1)%"2? = 1. Podobné spo&itame sgn(q) =

Permutace skladame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek i na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

LS

kS
D) 4 =

B = W<
W N W
D — U< &~
UL O <— Ut
4 e O

¢ili
1 2 3 45 6
2 4 3 6 5 1)°
Podobné mizeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadireni

poq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnéni, sloZeni v opa¢ném pofadi je g o p =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci neni komutativni.

Méjme permutaci
p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).
Spocitejte p? a p~ 4.

Pro jakou nejmensi mocninu k£ > 1 dostaneme p* = id?
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Cv. 6.3

Reseni:
K permutaci p” se nejrychleji dostaneme tak, Ze spoc¢itame p? = p o p, nasledné
p* = p? o p?, p® = p* o p* a nakonec p? = p® o p.

Dostavame
o p? =(1,4,3)(2)(5)(6,10,8)(7,11,9),
o pt=(1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11),
o p8=(1,4,3)(2)(5)(6,10,8)(7,11,9),
o p’ = (1)(2,5)(3)(4)(6,9)(7,10)(8, 11).

Pro p~'* nejprve uréime stejnym zptisobem p'* = pSop?op? a nasledné spocitame
inverzni zobrazeni. Dostéavame

.p (1 ,3)(2)(5)(6, 10,8)(7,11,9)
= (1,3,4)(2)(5)(6,8,10)(7,9,11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k& > 1 takovou, Ze p* = id, podivime se na
mocniny, které se budou chovat jako id na jednotlivych cyklech. Prvni cyklus mé
délku 3, tedy kazdy prvek v ném obsazeny bude vzdy po 3 iteracich zpatky na
svém misté. Prvnimu cyklu tedy odpovida mocnina 3k, kde k1 > 1. Podobné
pro druhy cyklus délky 2 potfebujeme, aby byla mocnina nésobek 2 a pro treti
cyklus délky 6 mocninu, kterd je nasobkem 6. Nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel
2,3,6 je 6, tedy k = 6. Prvni cyklus se protoci 2-krat, druhy 3-krat a posledni
1-krat.

Urcete znaménko permutaci r, s, kde

1 2 3 ... n—1 n
r-(n nel n—9 5 1), s =(1,3,...,2n—1,2,4,6,...,2n)
Reseni:

Permutaci » mizeme pomoci cykla zapsat jako

(L,n)(2,n—1)...(%,22) pro n sudé,
r =
(1,n)(2,n—1)... (%2, =3) (%) pro n liché.

V prvnim piipadé mame 7 cykld, v druhém "T_l cykli. Celkové tedy dostavame,
ze
(-1 2 = (=1)2 pro n sudé,

son(r) = (—1 n—podet cykli _ et ne1
gn(r) = (—1) (=1)""2 = (=1)"=2 pro n liché.

Znaménko permutace s muzeme spocitat pomoci poctu inverzi. Inverze je dvojice
prvki (i, 7), takové, ze i > j a i se v cyklu nachazi pred j. Uréime:

e 2n—1: (2n—1,2),(2n—1,4),...,(2n—1,2n—2) - dohromady n — 1 inverzi,
e 2n—3: (2n—3,2),(2n—3,4),...,(2n—3,2n—4) - dohromady n — 2 inverzi,
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Cv. 6.4

Cv. 6.5

Cv. 6.6

e 3:(3,2) - dohromady 1 inverze.

Celkove tedy méme 2?2_112 = n(n;l) inverzi, proto Sgn(s) = (_1)P05‘3t inverzi __
n(n—1
sgn(s) = (—1)%

Najdéte vSechny permutace komutujici s p = (1,2)(3).

Reseni:
Pro p méame celkem 3! = 6 moznych permutaci, otestovanim vSech permutaci
dostaneme, ze jediné 2 moznosti jsou p a id.

Najdéte vechny permutace splitujici p € Sip a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9, 10).

Reseni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musi v p byt soudésti nejaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tseki dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3, b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p? je jedind moznost, Ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,b = 2.

Aby se dale prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvorit cyklus o dvou prvcich (5,¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucasti delsiho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZ nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p? dale nutné vyplyva, ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p?.

Zbyva urcit p(7), ..., p(10). Podobné jako v ptipadé prvki 1,3 odvodime, Ze musi
existovat usek (...,7,e,8,f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9, ¢, 10, h, 7),
ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvki 7,...,10 zkonstruovat. Z toho
divodu zaddna permutace p nesplhuje zadani.

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokazali toto tvrzeni, staci ukazat, ze slozeni dvojice permutaci p, g €
Sy je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na kone¢né mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto piijde jednoduse dokézat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Mé&jme x,y € {1,...,n} a necht plati

(poq)(z) =ple(z)) =ple(y)) = Poq)(y).

ProtoZe zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(x) = ¢(y). Nyni vyuzijeme toho,
Ze je prosté ¢ a tedy plati, ze © = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé =z € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takové, ze (p o q)(y) = p(q(y)) = z. Protoze zobrazeni p je
»na“ tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze q(y) = z. Toto y splauje tedy vztah ¢(p(y)) = =.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 33

Cv. 6.7 Dokazte, ze znaménko permutace p lze ekvivalentné definovat jako sgn(p) =
(—=1)%, kde s je pocet cykli p sudé délky.

Reseni:
Kazdy cyklus miizeme zapsat pomoci transpozic jako

(’il,ig, e ,’lk) — (il,’i2>(’i2,i3) N (Z'kfl,ik).

Cyklus délky £ tedy muzeme zapsat pomoci k — 1 transpozic, tedy znaménko
sudého cyklu je (—1)k~1 = (—1), zatimco znaménko liché¢ho cyklu (—1)*! = 1.
Znaménko permutace o ¢ cyklech mizeme zapsat jako soucin znamének jednot-
livych cykli. Vidime, Zze cykly liché délky prispéji do celkového souc¢inu hodno-
tou 1, zatimco cykly sudé délky hodnotou (—1). Staci proto uvazovat pouze sudé
cykly a skuteéné plati, ze sgn(p) = (—1)*, kde s je pocet cykli sudé délky.
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