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7. Vektorové prostory a podprostory, lineárńı obal

Cv. 7.1 Rozhodněte, pro která a ∈ Z7 tvoř́ı množina

Sa = {(x, y, z)T : x+ 2y − 3z = a}

vektorový podprostor Z3
7. Kolik má tento vektorový podprostor prvk̊u?

Řešeńı:
Pokud Sa má být vektorový podprostor Z3

7, tak muśı obsahovat nulový vektor,
tedy (0, 0, 0)T . Vid́ıme tedy, že muśı platit a = 0 + 2 · 0 − 3 · 0 = 0. Dále tedy
předpokládejme, že a = 0. Dokažme nyńı, že v takovém př́ıpadě o vektorový
podprostor jde. K tomu stač́ı ověřit uzavřenost na násobky prvky ze Z7 a na
sč́ıtáńı vektor̊u.

Uzavřenost na násobky Je-li (x, y, z) ∈ S0 a α ∈ Z7, tak αx + 2αy − 3αz =
α(x+ 2y − 3z) = α · 0 = 0, a tedy i α(x, y, z) = (αx, αy, αz) ∈ S0.

Uzavřenost na sč́ıtáńı Pro (x, y, z) ∈ S0 a (x′, y′, z′) ∈ S0, d́ıky distributivitě,
komutativitě a asociativitě sč́ıtáńı v Z7 plat́ı (x+x′)+2(y+y′)−3(z+z′) =
(x+2y−3z)+(x′+2y′−3z) = 0+0 = 0, a tedy i (x+x′, y+y′, z+z′) ∈ S0.

Nyńı spočteme počet prvk̊u S0. Pro libovolnou volbu x a y dostáváme právě
jeden prvek z (totiž x+2y

3
= 5x + 3y), který splňuje x + 2y − 3z = 0. Jelikož

máme 7 možnost́ı pro x a 7 možnost́ı pro y, podprostor S0 má celkem 7 · 7 = 49
prvk̊u.

Závěr: O vektorový prostor se jedná pouze pro a = 0, v kterémžto př́ıpadě má
tento prostor 49 prvk̊u.

Cv. 7.2 Nad Z11 určete pr̊unik řešeńı soustavy rovnic Ax = 0 a lineárńıho obalu množiny
vektor̊u {v1, v2, v3}, přičemž

A =

(
1 2 3 2
3 5 2 1

)
, v1 =


1
2
1
1

 , v2 =


0
2
3
1

 , v3 =


1
0
9
0

 .

Řešeńı:
Nejprve vyřeš́ıme danou soustavu rovnic.

(
1 2 3 2
3 5 2 1

)
∼

(
1 2 3 2
0 −1 −7 −5

)
∼

(
1 0 0 3
0 −1 −7 −5

)
∼

(
1 0 0 3
0 1 7 5

)
.

Množina všech řešeńı tedy vycháźı



0
0
0
0

+ r ·


8
6
0
1

+ s ·


0
4
1
0

 ; r, s ∈ Z11

.

Muśıme zjistit, které z těchto vektor̊u se daj́ı vyjádřit jako a1v1 + a2v2 + a3v3,
kde a1, a2, a3 ∈ Z11. Označ́ıme-li w1 := (8, 6, 0, 1)T a w2 = (0, 4, 1, 0)T , máme
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vlastně vyřešit rovnici a1v1+a2v2+a3v3 = rw1+sw2, neboli a1v1+a2v2+a3v3+
r(−w1) + s(−w2) = 0:

1 0 1 −8 0
2 2 0 −6 −4
1 3 9 0 −1
1 1 0 −1 0

 ∼


1 0 1 0 0
0 1 10 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 ,

z čehož vid́ıme, že r = 0 a s = 0, neboli jediným vektorem v pr̊uniku je 0 ·w1 +
0 · w2, čili nulový vektor.

Cv. 7.4 Nad Z7 určete, kolik prvk̊u má následuj́ıćı pr̊unik lineárńıch obal̊u

span



6
2
3
2

 ,


3
2
5
5

 ,


0
1
6
3




⋂
span



5
0
3
4

 ,


0
1
0
2

 ,


6
6
6
0


 .

Řešeńı:
Označme dané vektory v1, v2, v3 a w1, w2, w3. Nyńı stač́ı vyřešit rovnici xv1 +
yv2 + zv3 = rw1 + sw2 + tw3, pod́ıvat se, jaké možné kombinace hodnot r, s, t
vyšly a těmi přenásobit w1, w2, w3. (Pokud by dané vektory byly lineárně závislé,
mohlo by se stát, že v́ıce řešeńı dá ten samý vektor.) Odpověd’: 49.

Cv. 7.5 Uvažme vektorový prostor všech funkćı z N do Z2. Pro i ∈ N bud’ ai funkce,
která prvek i zobraźı na 1 a vše ostatńı na 0. Bud’ b funkce, která vše zobraźı na
jedničku. Lež́ı b v lineárńım obalu span{ai, i ∈ N}?

Řešeńı:
Nelež́ı, v lineárńım obalu lež́ı jen lineárńı kombinace konečného počtu vektor̊u,
a to b neńı.

Cv. 7.6 Je-li T (komutativńı) těleso, tak každý podprostor Tn lze popsat dvěma r̊uznými
zp̊usoby: Bud’ jakožto řešeńı systému rovnic, nebo jako lineárńı obal nějakých
vektor̊u.

(a) Nad Q popǐste řešeńı homogenńı soustavy Ax = 0, kde

A =

(
1 2 1 4
2 −2 −1 5

)
,

jako lineárńı obal vektor̊u.

Řešeńı:
Jde vlastně o to, vyřešit danou soustavu rovnic. Řešeńı lze zapsat např. ve
tvaru

{r · (0, 1,−2, 0)T + s · (6, 1, 0,−2)T ; r, s ∈ Q}.

Tedy výsledkem je span{(0, 1,−2, 0)T , (6, 1, 0,−2)T}.
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(b) Najděte soustavu rovnic, jej́ımž řešeńım bude lineárńı obal vektor̊u

(1, 2,−1, 0)T a (1, 0, 0, 1)T .

Řešeńı:
Hledáme vlastně taková č́ısla a, b, c, d, aby platilo

1 · a+ 2 · b− 1 · c+ 0 = 0,

1 · a+ 0 · b+ 0 · c+ 1 · d = 0.

Jinými slovy řeš́ıme homogenńı rovnici s matićı(
1 2 −1 0
1 0 0 1

)
.

Nestač́ı však naj́ıt jedno řešeńı (to by množina řešeńı výsledné soustavy
mohla vyj́ıt větš́ı než onen požadovaný lineárńı obal).

Výsledkem je např́ıklad homogenńı soustava Ax = 0, kde

A =

(
−2 1 0 2
0 1 2 0

)
.


