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7. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Cv. 7.1

Cv. 7.2

Rozhodnéte, pro ktera a € Z; tvori mnozina
Se={(z,y,2)": v +2y —32=a}
vektorovy podprostor Z3. Kolik mé tento vektorovy podprostor prvku?

Reseni:

Pokud S, mé byt vektorovy podprostor Z3, tak musi obsahovat nulovy vektor,
tedy (0,0,0)T. Vidime tedy, Ze mus{ platit a = 0+2-0—3-0 = 0. Déle tedy
predpokladejme, ze a = 0. Dokazme nyni, ze v takovém piipadé o vektorovy
podprostor jde. K tomu staci ovérit uzavienost na nasobky prvky ze Z; a na
scitani vektoru.

Uzavienost na nasobky Je-li (z,y,2) € Sy a a € Z7, tak ax + 20y — 3az =
alx+2y—3z)=a-0=0,atedyia(z,y,z) = (ax,ay,az) € S.

Uzavienost na s¢itani Pro (z,y,2) € Sy a (2/,y/, ') € Sy, diky distributivite,
komutativité a asociativité s¢itani v Z; plati (z+2') +2(y+y') —3(z+2') =
(x+2y—3z)+(2'+2y —32) =04+0=0,atedyi (z+2',y+y,2+2) € Sp.

Nyni spocteme pocet prvku Sy. Pro libovolnou volbu = a y dostavame prave
jeden prvek z (totiz ”32?/ = bx + 3y), ktery splauje = + 2y — 3z = 0. Jelikoz
mame 7 moznosti pro z a 7 moznosti pro y, podprostor Sy ma celkem 7-7 = 49

prvku.

Zéaver: O vektorovy prostor se jedna pouze pro a = 0, v kterémzto pripadé ma
tento prostor 49 prvku.

Nad Zi; urcete prunik feseni soustavy rovnic Az = 0 a linearntho obalu mnoziny
vektoru {vy, vy, v3}, pricemz
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Reseni:
Nejprve vytesime danou soustavu rovnic.

1 2 3 2 1 2 3 2 1 0 0 3 1 00 3
35 21 0 -1 -7 -5 0 -1 -7 -5 017 5)°

Mnozina vSech feseni tedy vychéazi ;1,8 € Ly
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Musime zjistit, které z téchto vektoru se daji vyjadrit jako ajvy + asve + asvs,
kde ay,as,az € Zy;. Oznaéime-li wy = (8,6,0,1)T a wy = (0,4,1,0)7, mame
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Cv. 74

Cv. 7.5

Cv. 7.6

vlastné vytesit rovnici ayv1 + agvs + agvsy = rwq + swsy, neboli ayvy + asvy + agvs +
r(—wy) + s(—wsy) = 0:
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z cehoz vidime, ze r = 0 a s = 0, neboli jedinym vektorem v pruniku je 0 - w; +
0 - wy, ¢ili nulovy vektor.

Nad Z; urcete, kolik prvku ma nasledujici prunik linearnich obalu
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Reseni:

Ozna¢me dané vektory vy, vs,v3 a wy,wq, w3. Nyni staci vyresit rovnici zv, +
Yyuy + zu3 = rwi + swe + tws, podivat se, jaké mozné kombinace hodnot r,s,t
vysly a témi prendsobit wy, wsy, w3. (Pokud by dané vektory byly linedrné zdvislé,
mohlo by se stdt, ze vice Feseni d4 ten samy vektor.) Odpoved': 49.

Uvazme vektorovy prostor vsech funkei z N do Z,. Pro i € N bud a; funkee,
kterd prvek i zobrazf na 1 a vée ostatni na 0. Bud' b funkce, ktera vse zobrazi na
jednicku. Lezi b v linedrnim obalu span{a;,i € N}?

Reseni:
Nelezi, v linearnim obalu lezi jen linearni kombinace kone¢ného poctu vektoru,
a to b neni.

Je-li T (komutativni) téleso, tak kazdy podprostor T™ lze popsat dvéma ruznymi
zpusoby: Bud jakozto feSeni systému rovnic, nebo jako linedrni obal né&jakych
vektoru.

(a) Nad Q popiste feseni homogenni soustavy Az = 0, kde
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jako linearni obal vektoru.

Reseni:
Jde vlastné o to, vyfresit danou soustavu rovnic. Reseni lze zapsat napt. ve
tvaru

{r-(0,1,-2,00" +5-(6,1,0,-2)"; r,s € Q}.
Tedy vysledkem je span{(0,1,—2,0)%, (6,1,0,—2)T}.
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(b) Najdéte soustavu rovnic, jejimz fesenim bude linedrni obal vektoru

(1,2,-1,00" a (1,0,0,1)".

Resend:
Hledame vlastné takova cisla a, b, ¢, d, aby platilo

l-a+2-b—1-¢c+0=0,
l-a+0-b+0-c+1-d=0.

Jinymi slovy fesime homogenni rovnici s matici

1 2 -1 0
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Nestaci vsak najit jedno feSeni (to by mnozina feseni vysledné soustavy

mohla vyjit vétsi nez onen pozadovany linedrni obal).
Vysledkem je napiiklad homogenni soustava Az = 0, kde
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