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7. Vektorové prostory a podprostory, lineárńı obal

Cv. 7.4 Nad Z7 určete, kolik prvk̊u má následuj́ıćı pr̊unik lineárńıch obal̊u
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Řešeńı:
Označme dané vektory v1, v2, v3 a w1, w2, w3. Nyńı stač́ı vyřešit rovnici α1v1 +
α2v2 + αv3 = β1w1 + β2w2 + β3w3, pod́ıvat se, jaké možné kombinace hod-
not β1, β2, β3 vyšly a těmi přenásobit w1, w2, w3. (Pokud by dané vektory byly
lineárně závislé, mohlo by se stát, že v́ıce řešeńı dá ten samý vektor.)
Odpověd’: 49.

Řeš́ıme tedy soustavu lineárńıch rovnic α1v1+α2v2+αv3−β1w1−β2w2−β3w3 = 0:
6 3 0 −5 0 −6
2 2 1 0 −1 −6
3 5 6 −3 0 −6
2 5 3 −4 −2 0

 =


6 3 0 2 0 1
2 2 1 0 6 1
3 5 6 4 0 1
2 5 3 3 5 0

 ∼


1 5 1 2 6 2
0 6 6 3 1 4
0 4 3 5 3 2
0 2 1 6 0 3

 ∼

∼


1 5 1 2 6 2
0 1 0 2 1 0
0 0 3 4 6 2
0 0 1 2 5 3

 ∼


1 5 1 2 6 2
0 1 0 2 1 0
0 0 1 2 5 3
0 0 0 5 5 0

 ∼


1 0 0 0 6 6
0 1 0 0 6 0
0 0 1 0 3 3
0 0 0 1 1 0


Pro hodnoty βi dostaneme vztah β1 + β2 = 0 z posledńıho řádku upravené
soustavy, t.j. β2 = s, β3 = t pro s, t ∈ Z7 a β1 = −β2 = 6s. V pr̊uniku proto lež́ı
49 vektor̊u ve tvaru

β1w1 + β2w2 + β3w3 = 6s · (5, 0, 3, 4)T + s · (0, 1, 0, 2)T + t · (6, 6, 6, 0)T

= s · (2, 1, 4, 5)T + t · (6, 6, 6, 0)T pro s, t ∈ Z7.

Ekvivalentně můžeme vektory v pr̊uniku vyjádřit jako α1v1+α2v2+α3v3. Z řešeńı
soustavy dostaneme

α1 = −6β2 − 6β3 = s+ t,

α2 = −6β2 = s,

α3 = −3β2 − 3β3 = 4s+ 4t

pro s, t ∈ Z7. Vektory v pr̊uniku lineárńıch obal̊u jsou tedy ve tvaru

α1v1 + α2v2 + α3v3 = (s+ t)·(6, 2, 3, 2)T + s·(3, 2, 5, 5)T + (4s+ 4t)·(0, 1, 6, 3)T

= s · (2, 1, 4, 5)T + t · (6, 6, 6, 0)T pro s, t ∈ Z7.


