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9. Baze a dimenze

Cv. 9.1 Ve vektorovém prostoru Z vyjadrete vektor (3,2,4)7 jako linearni kombinaci

Cv. 9.2

vektorii (3,3,2)7, (1,1,4%) a (0,2,1)T. Je toto vyjadieni jednoznacné?

Reseni:

Vyftesime soustavu rovnic, ktera vznikne tak, Ze vektory (3,3,2)7, (1,1,4)T a
(0,2,1)T dame do sloupcii matice a vektor (3,2, 4)7 pouZijeme jako vektor prave
strany.

Dostaneme feSeni x3 =2, 29 = p a 1 =

Dt
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4

Regeni tedy neni jednoznaéné a vektory (3,3,2)7, (1
bazi prostoru Z3.

)T a (0,2,1)T netvori

Doplitte mnozinu M na bézi vektorového prostoru V.

(a) M =1{(1,2,0,0)",(2,1,1,3)7,(0,1,0,1)"}, V = R%.

(b) M = {—a?, z+a?, 2®—1}, V je prostor redlnych polynomi stupné nejvyse
t1i.

Resent:

(a) Prostor V mé dimenzi 4, proto je tfeba rozsifit M o jeden vektor (pokud
je mnozina M linearné nezavisla). Z véty o vymeéné plati, Ze alespon jeden
z vektori kanonické baze je nezavisly na vektorech z M. Nezavislost zjistime
soucasnym vyresenim rovnic ai;u; + asus + azuz = e€;, kde uq, ug, uz jsou
vektory z M a e; jsou vektory kanonické baze. Dostavame matici
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Protoze posledni fadek obsahuje pivot ve vSech sloupcich na pravé strané,
vidime, Ze doplnénim o libovolny vektor e; se stane mnozina M bézi pro-

storu R*.
(b) Zkusime doplnit M o néktery vektor z kanonické baze 1,z,z?% x®. Mame
matici
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Zde vidime, ze bud M U {1} nebo M U {z*} (a i mnoho jinych moZnosti,
které jsme v8ak netestovali) tvoif bazi V', nikoli viak MU{x} nebo MU{z?}.

Cv. 9.3 Souradnice vektoru u viici bazi X = {vy, v, v3,v4} jsou [u]x = (ay, as, as,as)’.
Urcete souradnice téhoz vektoru u viaci bazi Y = {v; + vg, vg + v3, vy, U2}

Reseni:
Hledame takova (by, ..., bs)T = [u]y, aby platilo

by (v + vg) + ba(vy + v3) + b3vyg + byvy = ajvy + agvy + azvs + agvy.

Protoze je X béaze, jsou koeficienty u v; jsou jednozna¢né. Dostavame soustavu

b1 = ay
by + by = ap
by = a3
by + b3 = ay

Nové soutadnice jsou [u]y = (ay, as, as — a1, ay — az)?.
Cv. 9.4 Urcete dimenze a baze nasledujicich vektorovych podprostort prostoru Z:.

(a) U =span{(4,1,0,3,4,0,0)7,(4,3,1,0,2,3,1)7,(4,1,4,0,3,2,4)7,
(2,4,1,4,4,3,1)7,(0,4,3,2,2,4,3)T}.

(b) V= {(azl,...,:m)T € ZI : xy + 3wy + m3 + 224 + 315 + 36 + 227 = 0,
3x1+4xo+3r3+rst+4rs+206+407 = 0, 201+ 20 +4x3+405+ 2207 = 0}.

Reseni:

(a) Z generatoru sestavime matici (vektory zménime na fadkové) a tuto ma-
tici pfevedeme na odstupnovany tvar. Elementarni tpravy neméni radkovy
prostor, vysledné nenulové fadky tvoii tedy hledanou bazi.
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Dimenze U je tedy 3 a baze U je napt. (1,2,3,2,2,4,3)7,(0,1,1,0,2,3,1)7,
(0,0,1,3,1,3,1)7.

(b) Z rovnic sestavime soustavu a budeme hledat bazi jejiho feseni. Konkrétné

dostaneme
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Resenim je

r=p1(2,1,0,0,0,0,0)" + py(1,0,2,1,0,0,0)"+
+p3(1,0,1,0,1,0,0)" + p4(1,0,4,0,0,3, 1)

Vektory u parametri tvori bézi prostoru feseni, mj. je okamzité vidét, ze
dimenze tohoto prostoru je rovna poc¢tu volnych proménnych.

Dimenze V je tedy 4 a baze V je napf. (2, 1,0,0,0,0,0)7, (1,0,2,1,0,0,0)7,
(1,0,1,0,1,0,0)%, (1,0,4,0,0,3,1)T.

Cv. 9.5 Rozhodnéte, zda prostory U a V' z minulého ptikladu jsou v inkluzi a pokud ano,
naleznéte takovou bazi vétsiho z nich, aby rozsifovala bazi mensiho.

Reseni:

Dimenze podprostoru je mensi nez dimenze prostoru. Dimenze jsme jiz urcili
diive v pfedchozim piikladu, mizeme tedy okamzité vyloucit pripad V C U.
Zbyva ovérit, zdali jsou prostory v opa¢né inkluzi, nebo jsou-li inkluzi neporov-
natelné. K tomu staci zjistit, jestli dim(span(U UV)) = dim(V) = 4.

Popripadé se také muzeme pokusit vyjadrit vektory baze mensiho prostoru jako
linearni kombinace vétsi baze (coz je vlastné totéz).
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Zde fadky prvni matice udavaji soutadnice vektori baze U vuci bazi V' (obé tyto
baze jsme si zvolili vyse). Vsimnéte si, ze se souradnice daji snadno ur¢it z 2.,
4., 5. a 7. slozky vektoru a uvédomte si proc.

Pro rozsiteni baze vyjdeme z libovolné baze mensiho prostoru a pridavame vek-
tory z vétsiho, dokud nedostaneme pozadovanou dimenzi.

Plati inkluze U ; V. Tato inkluze se d& nahlédnout i snaze, protoze vsechny
vektory béze U spliuji rovnice z definice V.
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