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11. Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické
bazi

Definice linearniho zobrazeni

Cv. 11.1 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni f: R? — R? jsou linearni:

(a) flz,y) = (z,y+3)7,
(b) f(z,y) = (v +2y,y)7,
(c) f(z,y) = (0,0,

(d) f(z,y) = (2%y)"
Resgeni

(a) Zobrazeni f(x,y) = (z,y + 3)T neni linearni, protoZe nulovy vektor nezob-
razuje na nulovy vektor.

(b) Zobrazeni f(z,y) = (x + 2y,y)? je linedrni. Ovéifme ob& podminky z defi-
nice.

Soucet. Uvazujme dva vektory (x,y) a (2/,y’). Jejich soucet se zobrazi na
vektor

f@y)+ @) =fla+ay+y)=((=+2)+2+y), w+y)" =
= (z+2y,9)" + (@ +24,¢)" = f(z,y)+ (&, Y).

Ndsobek. Uvazujme vektor (z,y) a skalar a. Pak vektor a(z,y) = (azx, ay)
se zobrazi na vektor

flaz, ay) = (ax +2(ay), ay)" = a(z +2y,9)" = of (z,y).

(c) Zobrazeni f(x,y) = (0,0)T je linearni. Vlastnosti z definice linearntho zob-
razeni se snadno oveér.

(d) Zobrazeni f(x,y) = (2% y)* neni linearni. Naptiklad pro vektor (x,y) =
(1,0) a skalar v = 2 dostéavame

fla(z,y)) = flaz, ay) = f(2,0) = (4,0)",

ale
af(z,y)=2f(1,0)=2(1,0)" = (2,0)".
Cili obeené f(a(z,y)) # af(z,y).

Cv. 11.2 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni z prostoru R"*" jsou linearni:

(a) f(A) = AT,
(b) f(A) =1L,
(c) f(A) =A%
(d) f(A) = au,
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(e) f(A) = RREF(A),

Resent:

(a) Zobrazeni f(A) = AT je linearni, coZ plyne z vlastnosti maticové transpo-
zice:

(A+ B = A"+ B, (ad)' =aAT.

(b) Zobrazeni f(A) = I,, neni linearni, protoze nezobrazuje nulovou matici na
nulovou.

(c) Zobrazeni f(A) = A? nenf linearni. Napiiklad pro A = I, a « = 3 mame
flaA) =91, # 31, = af(A).

(d) Zobrazeni f(A) = aq; je linearni. Podminky z definice se snadno ovéfi.

(e) Zobrazeni f(A) = RREF(A) neni linearni. Naptiklad pro A = B = I,
mame

F(A+B) =1, # L, + I, = f(A) + f(B).

Matice linedrniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi

Cv. 11.3 Pro linearni zobrazeni f: R? — R? dané prepisem f(z,y) = (z +y, v — y)T
vypoctéte matici linearniho zobrazeni vici kanonické béazi.

Reseni:
Navrhneme dva zptisoby vypoc¢tu matice zobrazenti:

(a) Vyjdeme z definice, Ze linearni zobrazeni je popséno obrazem baze. V nasem
pripadé potfebujeme vypocitat obraz kanonické baze, cili

Tyto vektory tvoii sloupce hledané matice

il = (1 1)

(b) Vyjdeme z ptedpisu f(z,y) = (x +vy, x — y)T, ktery chceme vyjadiit jako
f(x,y) = A(z,y)T pro uréitou matici A = (33! 312). Tedy

T4y — A r\ _ (an a2 zy _ ax + ay
r—y Y A21 (22 Y a1 + axny )’

Neni tézké nahlédnout porovnénim koeficientti u z,y, Ze rovnost spliuje

matice
1 1
kan[f]kan = A = <1 _1) :
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Cv. 11.4 Najdéte obraz vektoru v = (—1,1,2)7 pfi linedrnim zobrazeni f: R?® — R2
definovaném:

£(1,0,0) = (1,1)", f(0,1,0) = (=1,2)", £(0,0,1) = (0,0)".
Reseni:
Predvedeme dva mozné zptisoby, jak postupovat.

(a) Prvni zpusob vyuziva matici zobrazeni. Sestavime proto nejprve matici zob-
razeni vzhledem ke kanonické bazi. Protoze méame zadany obrazy kanonické
bézi, staci tyto obrazy poskladat do sloupcti matice. Tedy

kan[f]kan = (1 _21 8) '

Hledany obraz pak dostaneme vynéasobenim s matici zobrazent:

-1

f) = enlflan * Wkan = anflian -0 = G _21 8) ; = (_12) .

(b) Druhy zpiisob vychazi piimo z definice linearniho zobrazeni. Protoze
v=(-1,1,2)" = —1-e; +1-ey+2-es,
plati

f)=f(-1-ex+1-ea+2-e35) =—1-fler) +1- fle2) +2 f(es) =
= —1(1, )" + 1(=1,2)" +2(0,0)" = (=2, 1)".

Cv. 11.5 Najdéte matici nasledujicich linearnich zobrazeni v roviné R? vzhledem ke kano-
nické bézi:
(a) Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

)
(b) Projekce na osu x.
(c)
)

(d) Projekce na osu x a pak otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek a pak projekce na osu z.

Reseni:
Stadf zobrazit jednotkové vektory e; = (1,0)%, e; = (0,1)7 a jejich obrazy tvori
sloupce hledané matice.

(a) Vektor (1,0)7 se oto¢ina (0,1)7 a vektor (0,1)7 se otoéi na (—1,0)%. Matice

zobrazeni tedy je
0 -1
A=)

(b) Vektor (1,0)T se projektuje na (1,0)T a vektor (0,1)7 se projektuje na
(0,0)T. Matice zobrazeni tedy je

5o (1Y),
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(c)

Vektor (1,0)7 se oto¢i na (0,1)7, ktery se pak projektuje na (0,0). Vek-
tor (0,1)7 se oto¢i na (—1,0)7 a nasledné projektuje na (—1,0)%. Matice

zobrazeni tedy je
0 -1
¢= (O 0 ) '

Alternativné dostaneme matici zobrazeni slozenim predchozich dvou zobra-
zeni. Matice je pak rovna soucinu prislusnych dvou matic, tedy

1 0\ /0 -1 0 —1
a0 -6 7)
Vektor (1,0)7 se projektuje na (1,0)7, ktery se pak otoéi na (0, 1)T. Vektor
(0, 1)T se projektuje na (0,0)7 a nasledné otoéi na (0,0)7. Matice zobrazenf

tedy je
00
D= (1 0) |

Alternativné dostaneme matici zobrazeni slozenim predchozich dvou zobra-
zeni. Matice je pak rovna soucinu prislusnych dvou matic, tedy

poan- (0 ) ()0 )

Tento piiklad opét ilustruje, ze skladani zobrazeni neni komutativni ope-
race, stejné jako a soucin matic.



